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Conteudo

5. Modelos de rede e agoritmo do fluxo méximo
5.1 Modelos de rede
5.2 Algoritmo do fluxo méximo
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5.1 Modelos derede

Considere o grafo orientado apresentado nafigura
5.1, que representa uma rede de oleoduto. O éleo é
descarregado no porto a e bombeado através da rede
paraarefinariaz. Os vértices b, ¢ ,d e e representam
estagOes de bombeamento intermedidrias. As arestas
orientadas representam subdutos do sissemae a
diregdo do fluxtc)) do dleo.
2

Cc

| Fluxo(b,c)=2m?/seg.
— Problema \4 (bo)=2mises
— encontraro  a 2 z
— fluxo méximo /21 Fig. 5.1: redede

e

d
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5.1 Modelos derede

Rede de transporte: € um grafo simples, ponderado e
orientado, satisfazendo:

a) um vértice especifico, a fonte, que ndo tem arestas
chegando.

b) um vértice, o destino, que ndo tem arestas saindo.

¢) O peso Cij daarestaorientada (i,j), chamada a
capacidade de (i,j), € um nimero ndo negativo.

A figura 5.1 é um exemplo de rede de transporte.
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5.1 Modelos derede

Fluxo
O fluxo em uma rede atribui um valor de fluxo em
cada aresta orientada que ndo pode exceder a
capacidade daguela aresta.Ex.:C,=3m?/s , F,=2md/s
O fluxo de entrada em um vértice v, que nao é a fonte
enem odestino, éigual ao fluxo de saida dev.

22 Umaarestae é

¢ 43 rotuladax.y.
' 21 z

X: capacidade
y: ofluxoeme
4.2
e

w

Fig.5.2: fluxo em uma
rede
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5. Modéeos derede

O fluxo de saida de a ¢ amesmado fluxo de entrada de
z
No exemplo dafig. 5.2, as atribuigdes:
Fu=2, Fo=2, F4=3, F=3, Fy=l, Fye=2, F=2,
definem um fluxo paraarede.
O fluxo de entrada em d é igual ao fluxo de saidaded.
Fa=FytFee=3
Tem-se que: o fluxo de saida da fonte a, € o mesmo
que o fluxo entrando no destino z.
Fab+Fad = Fcz+ Fez
Ambos s80 5.
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5. Modéeos derede

Definicdo 8.1.3
Seia G umarede de transporte. Seja C; a capacidade
daarestaorientada (i,j). Um fluxo F em G atribui a
cada aresta orientada (i,j) um nlimero néo negativo F;
tal que:

a) F; <G

b) Para cada vértice j, que ndo é a fonte nem o destino,
z Fijz z Fji (conservagao do fluxo)

z Fij: fluxo de entrada em

z Fji: fluxo de saida dej
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5. Modéeos derede

Teorema 8.1.5

Dado um fluxo F em umarede, o fluxo de saidada
fonte a é igual ao fluxo de entrada no destino z; tal
que:

LR=LF,

Definicdo 8.1.6

Segjaum fluxo em umarede, o valor :

F=%F=%F;

é chamado o valor do fluxo darede.
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5. Modéelos derede
5. Modéeos derede

Problema: Rede de bombeamento

O problema para a rede de transporte pode ser O grafo da figura 5.3 representa uma rede de
definido como, encontrar o fluxo méximo em bombeamento que prové gua proveniente de trés
G, istoé, ejcontrar um fluxo F, tal que o valor represas, W, W, e W, para duas cidades, A e B. As
de F émaximo. capacidades dos sistemas intermediarios estdo

especificadas nas arestas. Os vérticesb, ced
representam as estagdes de bombeamento
intermediarias. A modelagem deste sistema como
uma rede de transporte permite a obtengdo do fluxo
méaximo.
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5. Modéeos derede 5. Modéeos derede

Podemos obter uma rede de transporte equivalente a rede de
bombeamento dafigura 5.3, ligando as fontes a uma super
fonte e os destinos a um super destino, através de arestas com
capacidade infinita

A 6 b 4 A

Fig. 5.3: rede de bombeamento

Fig.5.4: rededafig. 5.3 com umafonte e destino nomeados
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5. Modelos derede
Uma rede de fluxo de trafego
E possive ir dacidade A paraa cidade C
diretamente ou passando pela cidade B. Durante o
periodo das 6:00 as 7:00, amédia dos temposde
viagens sdo:
A para B: 15 minutos
B para C: 30 minutos
A para C: 30 minutos
As capacidades maximas das rotas sdo:
A para B: 3000 veiculos
B para C: 2000 veiculos
A para C: 4000 veiculos
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5. Modéeos derede

Vamos representar o fluxo de tréfego, durante o periodo das
6:00 as 7:00, como umarede.

Um vértice representa uma cidade em um tempo particular. Uma
aresta conecta 2 vértices se podemos deixar a cidade X em t1
e chegar nacidade Y em t2.

Fig. 5.5: rede de tréfego
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5.1 Algoritmo do fluxo maximo

Algoritmo do fluxo maximo

Se G é umarede de transporte, um fluxo maximo em
G éum fluxo com valor maximo.

ideia basica do algoritmo: inicie com algum fluxo
inicial minimo e iterativamente incremente o valor do
fluxo até que um aumento ndo sgja mais possivel. O
fluxo resultante sera o fluxo maximo.
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5.1 Algoritmo do fluxo maximo

Terminologia que adotaremos nesta segdo:
G denotaumarede com fonte a, detino z, e
capacidade C.
Consideremos, neste momento, as arestas de G
Ccomo arestas ndo orientadas e sgia

P=(Vg, Vq,-- V) . V5=a, Vi=z,
um caminho de a a z neste grafo ndo orientado.
Seumaarestae em P é orientada de v, ; paray,
dizemos que e é propriamente orientada (com
relagdo a P); caso contrério dizemos que e é
impropriamente orientada (com relagéo a P)
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5.1 Algoritmo do fluxo maximo

Vi —
Va - Vie1 V=2

'V/l; i \\/ V1
/ 1 Propriamente | A "
a=v, orientada . mpropriamente
Caminho P ' orientada

Fig.5.6 :arestas propriamente e impropriamente orientadas

Se podemos encontrar um caminho P da fonte para o
destino no qual toda aresta em P é propriamente
orientada e o fluxo em cada aresta € menor do quea
capacidade daaresta, é possivel incrementar o valor do
fluxo.
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5.1 Algoritmo do fluxo maximo

Exemplo:

41 22
L21 2, y/b z

yb c

a
a
Fig. 5.7: um caminho com O grafo apds incremento de 1 no;
apenas arestas propriamente fluxo
orientadas
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5.1 Algoritmo do fluxo maximo

Sejaum caminho P dea para z e sggax um vértice em
P que ndo é a nem z. Existem 4 possibilidades paraa
orientacdo das arestas e, e e, incidentes em x.

e X &
D RS S ]

& X &

et

& X &
e
& X &

Fig.5.8 :possibilidades de orientacdo das arestas incidentes em x

a ar— w2

b) as— 2

 a—— = Z

qd) a—— —nZ
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5.1 Algoritmo do fluxo maximo

caso a: as duas arestas 30 propriamente orientadas.
Seincrementarmos o fluxo em cada arestade A, 0
fluxo de entrada em x serd aindaigual ao fluxo de
saida dex.

caso b: seincrementarmos o fluxo de e, de A,
devemos decrementar o fluxo de e, de A, de modo
que o fluxo de entrada em x serd aindaigual ao
fluxo de saida de x.

caso C: similar ao caso b, a menos que incrementamaos
o fluxo de e, deA e decrementamos o fluxo de e, de
A.

caso d: decrementamos as duas arestas de A.
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5.1 Algoritmo do fluxo maximo

Teorema8.2.3
Sela P um caminho de a para zem umarede G satisfazendo:
@) Para cada aresta propriamente orientada (i,j) em P,
Fj<G;
b) Para cada arestaimpropriamente orientada (i,j) em P,
0< F;
SegaA=min X, onde X cor%'Ste dos nliimeros Cy- Fyj, paraaredas
propriamente orientadas (i,j) em P, e Fy, para arestas
impropriamente orientadas (i,j) em P. Define
. |F < (i,j) ndo estdem P
1 TR+ A | se(ij) é propriamente orientada em P
Fij-A ) se(ij) néo é propriamente orientada em P

Ent&o F* é um fluxo cujo valor € A maior do que o valor de F
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5.1Algoritmo do fluxo maximo

Algoritmo:
A capacidade de cada aresta deve ser um nimero
inteiro positivo.
Input: Umarede com fonte a, destino z, capacidade
C, vértices a=V0,..,yn=z e 0 nUmero de vértices n.
Output: Um fluxo méximo F

O algoritmo esta no anexo ( 2215 aula5_anexo.doc)
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5.1 Algoritmo do fluxo maximo

Inicio:

vértices: v

v: ab,c,d,ez (afonte z: destino)
rétulo de v é (predecessor(v),val(v))

Fig. 5.9: inicio
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5.1 Algoritmo do fluxo maximo

. predecessor(a)= - val(a)= o<
greédlrrzl\fl)a e predecessor(b)=null  val(b)=null
val(i)parai de: YOan(todos predecessor(c)=null  val(c)=null
oS vértices predecessor(d)=null  val(d)=null
r6tulo de v. - predecessor(e)=null  val(e)=null
[ PN — —,
(predecessor(v) val(v)) predecessor(z)=null  val(z)=null
val(v;):incremento possivel (null,null) 20
| val(a)= o< ) ¢ (null,null)
— U={g 30 40
— z
— ag(- o) (null,null),
— 5,0 4,0

Fig.5.10 :inicio iteragio 1 € (null,null)

(null,null)
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5.1 Algoritmo do fluxo maximo

30 1: proxi predecessor(a)= - val(a)= o<
g:rjt;;ﬁ L1J préxima escolha predecessor(B)=a  val(b)e
U={a predecessor(c)=null  val(c)=null
escolhido: v=a predecessor(d)=a  val(d)=5
val(v;):incremento possivel predecessor(€)=null  val(e)=null
A=val(V) predecessor(z)=null  val(z)=null
val(v)=min{A,C,; -Fy;} @3) 59  (null null
por exemplo: 40

val(b)= min{ e<,3-0=3}
U={b,d}

€ (null,null)

) ) . . Y9(@p)
Fig.5.11:Iteraco: apds o la iteracdo
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5.1 Algoritmo do fluxo maximo

lteragdo 1: proxima  Predecessor(@)=- val(g)= o<
es:oafha de\'j emu predecessor(b)= a val(b)=3
U=(b predecessor (c)=b val(c)=2
=t} predecessor(d)= a val(d)=5
escolhido: b predecessor(e)=null val(e)=null
A=val(b)=3 predecessor(z)=null val(z)=null
U={c,d}
a3
[ @3, 20 c©2
— 3,0 4,0
— a¥(- =) hall,null)
— Fig.5.12:Iterag801: apésa2a 5 4,0
— .5.12: : o
iteracdo (a5) (null,null)
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5.1 Algoritmo do fluxo maximo

Iterag8o0 1: proxima  predecessor(a)= - val(a)= <
escolhadevemu predecessor(b)= a val(b)=3
U={c,d} escolhido: ¢ predecessor(c)=b val(c)=2
A=val(Q)= 2 predecessor(d)= a val(d)=5
~ predecessor(e)=null val(e)=null
u=({d,z} -
predecessor (2)=c val(2)=2
@3 50 c (02

— 3,0 4.0

— a¥(-, o) 42

— 5, 4,0

€ (null,null)
Fig.5.13:Iteracdol: apds a 3a. iteracdo
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5.1 Algoritmo do fluxo maximo

Iteracdo 1:z = null

atualiza fluxo (A = val(z) =2)

Fluxo=fluxo antigo + A : se(i,j) propriamente orientada
Fluxo= fluxo antigo + A : se (i,j) ndo é propriamente orientada

P={ab,cz}

@9, 22 (b2) F.=0+2=2
cz— "

42 Fo=0+2=2

a¥(- ) Z(c,2) F,=0+2=2

€ (null,null)

@5) Fig.5.14:1teracdol: atualiza fluxo
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5.1 Algoritmo do fluxo maximo

Iteracdo 2:inicia
predecessor(vi) e

val(vi), paraide Oa

n (todos os vértices)

(null,null) 22

(null,null)
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predecessor(a)= - val(a)= o<

predecessor(b)=null  val(a)=null
predecessor(c)=null  val(a)=null
predecessor(d)=null  val(@=null
predecessor(e)=null  val(a)=null
predecessor(z)=null  val(a)=null

gmll,null)

\ez
z (null,null)

4,0
€ (null,null)

Fig.5.15: Iteragdo2: inicio
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5.1 Algoritmo do fluxo maximo

Iteracdo 2: préxima escolha pred

devemu

u=(a}

escolhido:v=a
A=val(g)= o<
val(v;)=min{A,C,;-F,;}
U={b,d}

la iteracdo
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lecessor(a)= -
predecessor (b)=a
predecessor(c)=null
predecessor (d)=a
predecessor(e)=null
predecessor(z)=null

2,2

5,0
Fig.5.16:Iteracdo2: apos a

c(null,null)
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val(a)= o<
val(b)=1
val(c)=null
val(d)=5
val(e)=null
val(z)=null

4,2

y4
(null,null)
4,0
€ (null,null)

W
]

5.1 Algoritmo do fluxo maximo

Iteracdo 2: proxima escolha

devemu

U=({b,d} escolhido:v=b

A=val(b)= 1

val(v;)=min{A,C-F;}
Cyp=Fp. entdocndo é

incluido em U.

u={d

Fig.5.17: Iteragdo2:
apbs a 2a. iteracdo

© Gomi, Redi, Sato e Sichman, 2002

predecessor(a)= - val(a)= o<
predecessor(b)=a val(b)=1
predecessor(c)=null  val(c)=null
predecessor(d)=b val(d)=5
predecessor(e)=null  val(e)=null
predecessor(z)=null  val(z)=null
1
@ )b. 22 ¢ (null,null)

3,

z
ag(-, o) (null,nully
50 2 40
20
€ (null,null)

(a5)

Aual2

PCS2215 - Fund. Eng. Comp. 11

@
®

devemu

U={d} escolhido:v=d
A=val(d)=5
val(v)=min{A,C,-Fy}
U={c,e}

3a iteragdo
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Iteracdo 2: proxima escolha

Fig.5.18:Iterac02: apésa 5.0

Aual2

predecessor(a)= -
predecessor(b)=a

predecessor (c)=d

predecessor(d)=b

predecessor (€)=d
predecessor(z)=null

(@1) 22

PCS2215 - Fund. Eng. Comp. 11

5.1 Algoritmo do fluxo maximo

val(a)= o<
val(b)=1
val(c)=2
val(d)=5
val(e)=2
val(z)=null

(d,2)
4,2

z
(null,null)

4,0
€2

@
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5.1 Algoritmo do fluxo maximo

Iteragéo 2: proximaescolha  predecessor(a)= - val(a)= o<
devemu predecessor(b)=a  val(b)=1
U={c,e} escolhido:v=c predecessor(c)=d val(c)=2
A=val(c)=2 pr:jr(dﬁg VZIJEd;=§
.. redecessor(e)= val(e)=
val(v)=min{a.Cy-Fy} ppredecessor((z)):c val(2)=2
U={ez}
@ 2o @2

3,

4a iteragdo
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Fig.5.19:Iterac02: apésa 5.0

at(- =)

(a5)

Aual2
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5.1 Algoritmo do fluxo maximo

w
@
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Iteracdo 2:z # null
atualizafluxo (A = val(z) =2)
P={ad,cz}
Oy (@2
3, ”s \44 F.=0+2=2
— a (_ oc) ! Z(c,2) Fy=0+2=2
— 52 4.0 Fy=2+2=4
— €2

Fig.5.20: Iteragdo2: atualiza fluxo
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(null.null) 22

(null,null)
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gmll,null)
4,4

y4
(null,null)
4,0
€ (null,null)
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5.1 Algoritmo do fluxo maximo

o predecessor(a)= - val(a)= o=
Iteracdo 3:|n|9|a predecessor(b)=null  val(a)=null
predr(\{l) e predecessor(c)=null  val(@=null
val(v), paraide 0@ preqecessor(d)=null  val(g)=null
n (todos os vértices) predecessor(e)=null  val(a)=null

predecessor(z)=null  val(a)=null

Fig.5.21:Iteracdo3: inicio
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Iteracdo 3: proxima escolha

predecessor(a)= -
devemu predecessor (b)=a
U={a predecessor(c)=null
escolhido:v=a predecessor (d)=a
A=val(a)= o< predecessor(e)=null

predecessor(z)=null

val(v,)=min{A,C,;-F,;}
: CiFa (al1)

U={b,d}

2,2

Fig.5.22:Iteracéo3:
aposa la iteracdo
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5.1 Algoritmo do fluxo maximo

val(a)= o<
val(b)=1
val(c)=null
val(d)=3
val(e)=null
val(z)=null

C(null,null)

44

V4
(null,null)
4,0
€ (null,null)

PCS2215 - Fund. Eng. Comp. 11
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Iteragao 3: proxima escolha

escolhido:v=b
A=val(b)= 2
val(v)=min{A,C,-Fy}
C(b,c)=F(b,c) entdo c ndo é 1
incluido em U. @D

U={d} 3,

apbs a 2a. iteracdo

© Gomi, Redi, Sato e Sichman, 2002 Aual2

- I ag(-, =)
Fig.5.23:Iteracd03:

2,2

5.1 Algoritmo do fluxo maximo

devemu predecessor(a)= - val(g)= o<
U={b,d} predecessor(b)=a val(b)=1

predecessor(c)=null  val(c)=null
predecessor(d)=a vel(d)=3

predecessor(e)=null  val(e)=null
predecessor(z)=null  val(z)=null

C(null,null)

y4
(null,null)
4,0
€ (null,null)

PCS2215 - Fund. Eng. Comp. 11

devemU

U={d}

escolhido:v=d
A=val(d)=3
val(v)=min{A,C,-Fy}
Cy=Fyq entdocndo é
incluido em U.

U={e}

Fig.5.24:1teracdo3:
apos a 3a. iteracdo
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5.1 Algoritmo do fluxo maximo
Iterafa0 37 proxima escolhia

predecessor(a)= - val(a)= o<
predecessor(b)=a val(b)=1
predecessor(c)=null  val(c)=null
predecessor(d)=a vel(d)=3
predecessor (€)=d val(e)=2
predecessor(z)=null  val(z)=null

(a1)

Aual2

null,null
22 C( )

(a3)

44

z
(null,null)
4,0
%d2)

PCS2215 - Fund. Eng. Comp. 11
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5.1 Algoritmo do fluxo maximo

Iteragg0 3: proxima escolha Predecessor(a)= - val(g)= o<
devemu predecessor(b)=a val(b)=1
u={e predecessor(c)=null  val(c)=null
hido: predecessor(d)=a val(d)=3
escolhidarv= e predecessor(e)=d vel(e)=2
A=val(e)=2 predecessor (z)=e val(2)=2
val(v)=min{A.C,-Fy}
@y
L U=z 2,2 C(null,null)
— 44
— z
— (e2)
— Fig.5.25:Iteraci03: 4,0
ap6sada iteragio €d.2)
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5.1 Algoritmo do fluxo maximo

Iteracdo 3:z # null

atualizafluxo (A = val(z) =2)

© Gomi, Redi, Sato e Sichman, 2002

C(null,null)

P={adez}

F =2+2=4
Fy=0+2=2
F.=0+2=4

Fig.5.26:Iteracdo3: atualiza fluxo

Aual2
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5.1 Algoritmo do fluxo méximo 5.1 Algoritmo do fluxo maximo
o A predecessor(a)= - val(a)= o< Iterac3o 4: proxima escolha  predecessor(a)= - val(a)= o<
Iteragéo 4.|n|9|a predecessor(b)=null  val(g)=null devemu predecessor (b)=a val(b)=1
predr(\{l) € predecessor(c)=null  val(a)=null u={a predecessor(c)=null  val(c)=null
val(vi), paral de Oa predecessor(d)=null  val(a=null escolhido:v= a predecessor (d)=a val(d)=1
n (todos os vértices) predecessor(e)=null  val(a=null ~ . predecessor(e)=null  val(e)=null
predecessor(z)=null  val(a)=null A—val(a)—' : predecessor(z)=null  val(z)=null
(null,null) (null,null) val(v)=mir{A,C,-F,;}
2,2 ¢ @l
[ as n | u={bd} a 22 C(null,null) n
— ' — — 44 —
— z —] — —]
— (null,null) — — z —
— 4.2 — — (null,null) 1=
— (&Lnaly SRV —  Fig.5.28:Iteraciod: 42 =
(null,null) Fig.5.27:Iteracdo4: inicio apbsa la iteragio @1 (r‘ﬁJII,nuII)
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5.1 Algoritmo do fluxo maximo 5.1 Algoritmo do fluxo maximo
Iterag8o4proximarescothar Iterac8o4proximarescotha
devemu predecessor(a)= - val(a)= o= devemu predecessor(a)= - val(g)= o<
U={b,d} predecessor(b)=a val(b)=1 u={d} predecessor(b)=a val(b)=1
es:olt;idO'v— b predecessor(c)=null  val(c)=null escolhidorv= d predecessor(c)=null  val(c)=null
o predecessor(d)=a val(d)=1 T predecessor(d)=a val(d)=1
A=val(b)=1 predecessor(e)=null  val(e)=null A=val(d)=1 predecessor(e)=null  val(e)=null
val(v)=min{A,C,;-F,;} predecessor(z)=null  val(z)=null val(v)=min{A,C,;-F,;} predecessor(z)=null  val(z)=null
F,=Ciyc entdo c néo € Fy=CyeFy=Cgentdoce
| incluidoem U: @) 55 JCUETVI | nosoinduidosemu. @D 25 JGUETVI
— U={d} 4.4 — — U= 4.4 —
— z = — Portanto: término z =
— (null,null) = —  Tem-seo fluxo méximo (null,null) =
— Fig.5.29:Iteracdo4: r‘ﬁ‘j’z ] [~ Fig.5.30:Iteracdo4: ap6s r‘ﬁ‘j’z ]
apos a 2a. iteracdo (@l (null,nuil) a3a iteragdo e término (al1) (null,nuil)

© Gomi, Redi, Sato e Sichman, 2002 Aual2

PCS2215 - Fund. Eng. Comp. 11

IS
&

© Gomi, Redi, Sato e Sichman, 2002 Adal2 PCS2215 - Fund. Eng. Comp. Il

&

11

11



Bibliografia

[1] Johnsonbaugh, R. Discrete Mathematics. Prentice
Hall International, London, UK, 4th. Ed. 1997. Cap.
8.

s— — s—
© Gomi, Redi, Seto e Sichman, 2002 Aulal2 PCS2215 - Fund. Eng. Comp. Il

IS
&

12

12



