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1.1 Conceitos principais

m primeiro trabalho wsando teoria de grafos (1736):
apresentado por Euler, incluia umasolucéo parao
que é chamado problema das pontes de
Konigsberg.

m Primeiro texto (1936): desde esta épocao interesse
em teoria dos grafos tem sido intenso e anplo.

m Aplicabilidade em diversos campas: na dénciada
computagdo, naquimica na engenhariaelétrica na
emnomia
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1.1 Conceitos principais

Paraintroduzir o conceito de grafo, vamos
apresentar um caso pratico.

—, Sheridan
Greybull
Buffal

Gillette
— Worland
— Capr
—] Shashoni N T Doudas .
—] Fig. 1.1 Sistemade
— Lander auto-estradas de
Muddy Gap

Wyoming
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1.1 Conceitos principais

Sistema de auto-estradas de Wyoming

# um resporsével pelainspecio deve vigjar por todas
rodovias e documentar em um relatério as
condi¢des de cada uma das rodovias. estado s
linhas, da sinalizagéo, etc.

& Considerando que o inspetor mora en Greybull, é
possvel, partindo dce Greybull, passar por todas
estradas, apenas umavez, e retornar para Greybull?

# Vocé pode responder a esta questén?

& O problema pocke ser modelado como um grafo.
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1.1 Conceitos principais

Osportos 50 chamados vértices e as linhas que

conedam os vértices s chamados de arestas.
el

Gre She
e2 e3 ’
o Buf Gil
Wor
e5
— 6 2 &8
— Sho €9 elo
— Dou
— ell _»gg
— L ez MW

Fig.1. 2 grafo dosistemade aito-estradas(fig. 6.1.2
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1.1 Concetos principais

Caminho: se partindo do vérticev,, vigjamos,
através de uma aesta, parao vértice vy, aseguir
através de uma outra aesta para o vérticev,, e
assim, até chegarmos no Vértice v,,, chamamos a0
tour completo um caminho de v, a v,

O problema do inspetor pode ser reescrito parao
modelo de grafos da seguinte forma:
Existe um caminho dovértice Gre para ovértice
Gre que atravessa cada a esta exatamente uma vez?
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1.1 Concetos principais

Podemos mostrar que ndo existe. Colocandoa
resposta an termos de grafos: nao existe nenhum
caminho do vértice Gre para o vértice Gre que
atravesse cala aesta exatamente umavez

& Consideremos que existe um caminho. Tomemos
entdo o \értice Wor. Cada vez que chegamos em
Wor, através de uma aesta, devemos sguir para
outro vértice através de outra aresta, ou sgja, as
arestas que tocam o vértice Wor ocorrem aos pares.
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1.1 Conceitos principais

#» Portanto o nimero de aestas que tocam Wor
deve ser um nimero par. Desde que 0 nimero
de aestas que tocam Wor € impar temos uma
contradicéo.

& Portanto, ndo existe um caminho do vértice
Gre para o vértice Gre que atravessa cala
aresta exatamente uma vez (maiores detal hes
serdo discutidos posteriormente)
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1.1 Conceitos principais

Grafos

Um grafo (ou um grafo ndo aientado) G consiste
de um conjunto V de vértices (ou nds) e um conjunto
E de arestas (ou arcos) tal que cada aestaelJE &
associada com um par ndo ordenado ck vértices. Se
existe uma Unica aesta e asociada mm os vértices v
ew, nos escrevemos e=(v,w) ou e=(w,v). Neste
contexto, (v,w) denotam uma aestaentrevew em
um grafo ndo orientado e um par ndo ordenado.

© Gomi, Redi, Sato e Sichman, 2000 Aulas1a3 PCS 2215 - Fund. Eng. Comp. 11

1.1 Concetos principais

Uma aestae em um grafo (orientado ou @0 orientado)
que é associada mm um par de vérticesv ew édita
ser incidente sobrev ew, e v ew sd0 dtos incidentes
sobre e, ev ew sdo ditos <r vértices adjacentes.

O grafo G dafigura 1.2 consiste do conjunto de
vértices V={ Gre, She, Wor, Buf, Gil, Sho, Cas,

Dou, Lan, Mud}
€0 conjunto de arestas

E={e, &, ....e1

© Gomi, Redi, Sato e Sichman, 2000 Aulasla3 PCS 2215 - Fund. Eng. Comp. I

1.1 Conceitos principais

s aresta g é asociada & per de vértices ndo ardenado
{Gre,She}

s aresta g,€é associada a par de vértices ndo
ordenado { Cas,Dou}

s aresta e, é denotada por (Gre,She) ou (She,Gre)
s aresta g, € denotada por (Cas,Dou) ou (Dou,Cas)
s aresta g éincidente sobre Wor e Buf

s Osvértices Wor e Buf sdo adjacentes.
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1.1 Conceitos principais

Grafos orientados

Um grafo arientado G consiste de um conjunto V
de vértices (ou nés) e um conjunto E de arestas
(ouarcos) tal que cala aestaelJ E é associada
com um par ordenado de vértices. Se eiste uma
Unica aesta e associada mwm o par ordenado (v,w)
de vértices, n6s escrevemos e=(Vv,w), que dencta
uma aestadev paraw.
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1.1 Concetos principais

Ve
&
Fig. 1.3 grafo arientado
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1.1 Conceitos principais

Arestas paralelas. arestas distintas associadas a0
mesmo par de vértices.

L oop: uma aresta e3=(v2,v2)

vérticeisolado: é um vértice que ndo é incidente sobre
nenhuma aesta.

grafo simples: éum grafo que ndo tem nem arestas
paralelas e nem loops.

Exemplo:O grafo dafigura 1.2 é um grafo simples, pois
ndo tem arestas paraelas eloops. O dafigura 1.3 ndo
éum grafo simples.
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1.1 Concetos principais

v6
v3

Fig. 1.4 grafo com arestas paralelas e loop

v4: vértice isolado
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1.1 Conceitos principais

Grafo ponderado: € um grafo com niimeros obre
as arestas. Se a aesta e éotulada owm k, dizemos
quek é0 peso da aesta.

comprimento de um caminho: é asoma dos pesos
no caminho.

Consideremos um exemplo:

b

3 Peso de (a,b) €2
¢ comprimento de (a,b,c) é5
a 4 5
d Fig. 1.5 grafo panderado
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1.1 Concetos principais

Exemplo: Freglientemente en manufatura épredso
furar muitos buraas em placa de metal.
Componentes séo parafusados nestas placas. Os furos
podem ser feitos usando uma furadeira de pressdo
sob controle de um computador. Para salvar tempo e
dinheiro, afuradeira devera mover tdo rapidamente
guanto possivel.

Problema: qual é o caminho minimo que passe por
todos os vértices exatamente umavez?
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1.1 Conceitos principais ‘

Peso das arestas: distancia entre os furos

Fig. 1.6 Placade metal com furos e o grafo correspordente
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Caminhos no gafo de a a e, passandoatravés de cala
vértice exatamente umavez

1.1 Conceitos principais

Caminho comprimento
abgc,de 21
abdce 28
acb.de 24
ac,d,be 26
adb,ce 27
adgc,be 22

Listar todos os caminhos é uma forma de encontrar o
menor caminho. Infelizmente, ndo se cnhece um métodg
mais prético para grafos arbitrérios (problemado caixeiro
vigjante).
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1.1 Conceitos principais

Grafos de similaridade

Este conceito trata do problemade agrupar objetos
semel hantes em classes com base nas propriedades
dos objetos.

Exemplo: supanha que um algoritmo particular é
implementado em C por algumas pessoas. Queremos
agrupar em classes programas smilares, tomando
como base determinadas propriedades:

* nlmero delinhasdo pograma

¥ ndmero de mmandasreturn

#* nuimero de chamadas de fungBes.
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1.1 Conceitos principais
Programa nimde NUm.de NUm.de
linhas return Chamadas de

funcBes

1 66 20 1

2 41 10 2

3 68 5 8

4 90 34 5

5 75 12 14
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Construcdo do grafo desimilaridade G

Os vértices v,,V,,...,Vg correspondem aos programas.
Um vértice é denotado por (py,p,,p5), onde:

pi é o valor dapropriedadei.

V=(PpPoPy)  W=(0,005)

funcdo de dissimilaridade s(v,w): mostrao guanto v
ew s3o dssimilares.

S(V, W)= [py=Cly [+1P5-Co|+P5- Gl

Para um valor determinado S, inserimos uma aesta
entre os vérticesv ew se s(v,w)<S.

Dizemos que v ew estdo namesma dasse se v=w ou
Se existe um caminho cev paraw.
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Construgéo do grafo de similaridade G

No exemplo dos programas temos:

S(V,V,)=36  S(V,,v,)=76 Vi

S(V,Vg)=24  S(V,,v.)=48 vy V2

(Vy,v,)=42  (vg,v,)=54 .

S(V1,V5)=30  (V5,v5)=20 Va Vs
V,V)=38 (V,V.)=46 Fig.1.7.Grafo de similaridade

S(V2,V3) S(VaVs) dos programas

Se assumirmos S=25, os programas srao agrupados
em 3classes: {1, 3,5}, {2}, {4}

O exemplo pertence a éade reconhedmento de
padrbes (“pattern recognition”).
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1.1 Concetos principais

Grafo completo em n vértices (K,)): éum grafo
simples com n vértices em que existe uma aesta

entre cada um dos pares de vértices distintos.
3

a b
1] \21 K
5 4
d o
3

Fig.1.8 exemplo de grafo completo em 4 vértices

O grafo dafigura 1.6 é um grafo completo.
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1.1 Concetos principais

Grafo bipartido
Um grafo G=(V,E) ébipartido se o conjunto de
vértices V pode ser particionado em dois
subconjuntos V, eV, tal que cala aestaem E

éincidente sobreum vértice enV, e um
1

vérticeem V,,. v,
- wl

. \ S VEtvvavd g V7
4 =
R vy V={Vy,Ve} Vg o

%
Fia.l.g: um grafo bipartido

Fig.1.10 : ndo hipartido
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‘ 1.1 Concetos principais

Grafo bipartido completo em m en vértices
(Km,n): é um grafo simples cujo conjunto de
vértices pock ser particionado ros conjuntos V; com
mvértices e V2 com n vértices, deta formaque
existe uma aestaentre calapar de vérticesv,[V, e
V, [N,

Exemplo:

Q
-~ ® O O
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1.2 Caminhoseciclos

Se pensarmos em vértices de um grafo como cidades
e &8 arestas como as rodovias, um caminho seriauma
viagem comegando em alguma ddade, passando por
vérias cidades e terminandoem alguma outra.

caminho: Segjav, ev, osvérticesem um grafo. Um
caminho de v, parav, de mmprimento néuma
sequéncia aternando n+1 vértices e n arestas
comegando com o vértice v, e terminando com o
vérticev,.

(Vor€1.V1,82V2, -1y Vip:1,€4 V)
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1.2 Caminhoseciclos

Na auséncia de aestas paralelas, podemos
suprimir as arestas.

(abdec,a)

c d

Fig. 1.11 : exemplo de grafo sem arestas paralelas
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1.2 Caminhoseciclos

Grafos conedados
E um grafo no qual de qualquer vértice para qualquer

outro vértice &iste um caminho.
Defini¢ao: Um grafo G € mnectado se dados quaisquer

vérticesv ew em G, existe um caminho dev paraw.

\&1
Vy
\Z
V3
Fig.12 grafo conedado
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1.2 Caminhoseciclos

Caminho simples. um caminho smplesdev paraw
é um caminho cev paraw sem nenhum vértice

repetido.

(a,b,c): caminho simples de apara c

(a,bd,c,b): ndo é um caminhosimples

a b

LT
Qs

Fig.13: caminho simples
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1.2 Caminhoseciclos

Ciclo:é um caminho de v parav de cmprimento
ndo zero sem nenhuma aesta repetida
ciclosimples: éumciclo dev no quel, exceto para
os vérticesdoinicio edofinal que sdo ambosiguais
av, ndo existem vertices repetidos.

a € b
(a,c,d,a): ciclo simples
(ab,c,d,a@):ciclo smples
= (ab,c,d,b,ed): ndo é dclo simples
c

Fig. 14 ciclo simples
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1.2 Caminhoseciclos

Problema da ponte de K énigsberg
(solugéo apresentada por Euler em 1736)

A A
— Pregel Rivi B c
— D D
—Fig. 1.15: Pontes de Konigsberg  Fig. 1.16: modelo de grafo das
pontes de Konigsberg

Aulasla3
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1.2 Caminhoseciclos

O problema €& iniciar em qualquer lugar, A,B,C ouD,
atravessar cada ponte exatamente umavez; e entéo
retornar para o lugar inicial.

Da discusséo sobre o sistema de auto-estradas, vemos
gue ndo existe solugo, ou seja ndo existe um ciclo de
Euler, poisno grafo dafigura 1.8 cadavértice é
incidente an um nimero impar de aestas.
CiclodeEuler: éum ciclo no grafo G queinclui
todas as arestas e todos os vértices.

O grau deum vérticev, &(v), € 0 nimero de aestas
incidentesem v.
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1.2 Caminhoseciclos

Teorema 6.2.17

Seum grafo G tem um ciclo de Euler, entdo G éum
grafo conectado e cala vértice tem grau per.
Teorema 6.2.18

Se G é um grafo conedado e todo érticetem grau
par, entdo G tem um ciclo de Euler.
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1.2 Caminhoseciclos

Teorema 6.2.19
Se G é um grafo com marestas e vértices{v1, v2, ..,
vn} entdo
Sd(vi)=2m
Em particular a soma dos graus de todos os vértices
em um grafo é par.

Corolério 6.2.22

Em qualquer grafo, existe um nlmero par de vértices
de grau impar.
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‘ 1.2 Caminhos e ciclos

Teorema 6.2.23

v paraw (v£w) contendotodas as arestas e vértices,
Se e somente se, ele é conectado ev ew sdo 0s
Unicos vértices com grau impar.

Teorema 6.2.24

um ciclo simplesde v parav.

Um grafo tem um caminho sem arestas repetidas de

Se um grafo contém um ciclo dev parav, G contém

© Gomi, Redi, Sato e Sichman, 2000 Auasla3 PCS 2215 - Fund. Eng. Comp. I
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2. O problema do caixeiro viajante

Ciclos Hamiltonianos

Sir William R. Hamilton inventou um puzzle (1800)
naforma de um dodecaedro. A cada canto atribuiu 0
nome de uma cidade. O problema ea: iniciar por
qualquer cidade, vigjar pelas arestas, visitando cada
cidade exatamente umavez, e retornar a ddade
inicial.

Em homenagem a Hamilton, chamamos um ciclo em
um grafo G, que mntém cadavértice en G
exatamente uma vez, exceto o Vértice deinicio e fim,
de ciclo hamiltoniano.
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2. O problema do caixeiro viajante

O problemado caixeiro viajante
Encontrar arota mais curtanaqua o caxeiro
vigjante visitacada ddade umavez, iniciandoe
terminando na mesma ddade, passando exatamente
umavez por cada ddade.

2

a b
11

2 3 1|3

d c

Fig. 2.1 grafo para aviagem do caxeiro vigjante
A solugdo estareladonada am encontrar um ciclo
hamiltoniano em um grafo.

Aulasla3
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‘ 3. Algoritmo do caminho minimo

Em um grafo porderado ocomprimento de um
caminho é asoma dos pesos das arestas no caminho.

a 3 b comprimento de (a,d) é4
comprimento do caminho
2 (abd.c) é6
c d
1 Fig. 3.1 grafo panderado

Algoritmo docaminho minimo: encontrar o caminho
entre dois vértices dadas com comprimento minimo.

Dijkstra: prop6s o algaritmo de caminhominimo de
Dijkstra.
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3. Algoritmo do caminho minimo

Algoritmo do caminho minimo de Dijkstra

Este algoritmo encontra o comprimento de um

caminho minimo do vérticea parao vérticez, em

um grafo G conedado ponderado.

¥Peso da aesta(i,j) éw(i,j).

¥L(x) éolabel do vérticex eL(2) éo
comprimento de um caminho minimo deaaz
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3. Algoritmo do caminho minimo

Input: Um grafo conedado ponderado no qual todos os
pesos so pasitivos. Vérticesaez

Output: L(2), o comprimento de um caminho minimo de
aaz

procedure: While zOT do
dijkstra(w,a,z,L) begin
L(a):=0 escolhav OT com L(v) min.
for al verticesx # a T:=T-{v}
L(x):=00 for each x OT adjacente av do

T:=set of al vertices L (x):=min{L(x),L(v)+w(v,x)}
/[T e o conjunto de vertices end

cujadistanciaminimade a || enddijkstra

néo foi encontrada
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3. Algoritmo do caminho minimo 3. Algoritmo do caminho minimo
b C b e C oo
2 Grafo G 2
2 N4 g\ T: conjunto de vértices 2 N4 |3\ Inicio
4 cujadisténciamais 4 L(2)=0
a{ d ¢ }? cutadeaaindando ag = 7% T={abcdefgz
— foi encontrada —] — —]
— 1N |3 /e — — 1N |3 7 /6 —
— 5 — — 5 —
— f g  Fig 3.2 modelo degrafoparao | — — f oo gw =
[ | caminho minimo ] | ]
© Gomi, Redi, Sato e Sichman, 2000 Aulasla3 PCS 2215 - Fund. Eng. Comp. I 43 © Gomi, Redi, Sato e Sichman, 2000 Aulasla3 PCS 2215 - Fund. Eng. Comp. 11 44
3. Algoritmo do caminho minimo 3. Algoritmo do caminho minimo
Iteragio 1: escolhe v=a,
b2 C o poisL (a) €0 minimo b2 C oo .
2 entreL(a) ... L(2) 2 :_t‘(afrf:gldo 2: escolhef
2 2 4 1 T:{ b,c,d,e,f,g,z} 2 4 3 1 T={ b,c,d,e,g,z}
4 CalculaL(x), parax OT 4
a cod ew z adi a 4d ew z Cacula L(X), xOT
« djaentea a i
—{ O Le)=min{LooL@w( | = ° “ adjacenteaf —
— 1 3 71 /6 ' — — 1 3 7 /s L(d)=min(e,1+3)=4 =
= 5 ax} H B 5 L(g)=min(w,145)=6  |=
— L (b)=min(e,0+2)=2 — — ° ' =
— fa 9o L (f)=min(c,0+1)=1 = — f1 96 =
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3. Algoritmo do caminho minimo 3.Algoritmo do caminho minimo
b2 C oo B b2 c4
2 Iteragio 3: escolhe b 2 Iteraggio 4: escolhe d
2 2 4 1 T:{ deyelgvz} 2 4 1 L(d):4
3 CalculaL (x), parax 3 T={ce97}
a d 4 % z OT adja_:enteab a d 4 % z  cdculal(x), xOT
|| o\ ¢ @ Le):=min{L(q),L(b)+ || | o\ ¢ ® adjaentead —
E 1 3 7 6 W(b,X)}. E E 1 3 7 6 L(e):mi n(6,4+4)=6 E
— o 5 L(c)=m|_ n(c,2+2)=4 = — - 5 —
— f1 96 L(d)=m_| n(4,2+2)=4 — — fq g6 —
] L(e)=min(co,2+4)=6 — — —
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3. Algoritmo do caminho minimo 3. Algoritmo do caminho minimo
b2 5 54 Iteracgio 5: escolhe ¢ b2 5 N Iteracgio 6: escolhe z
L(c)=4 L(2)=5
2 M T={eg.2} 2 M s\ Te{eg)
ad do_ 4 e 2 Caaulal () x0T ad dp 4 e , CalculaL(x), xOT
| | o\ 4 6 5 adjacenteac | | | o\ 4 6 adjacentea z |
— 1\ |3 71 /6 L(e)=min(64+3)=6 |— — 1\ |3 71 /e L(g)=min(6,1+5)=6 |
g 5 L(2)=min(eo,4+1)=5 g g s g
= 1 e = E 1 e =
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