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Resumo. Fungées do tipo quase-periddicas se manifestam frequentemente nas andlises da propagag¢do de ondas no mar e nas
vibragdes em vigas, placas e cascas. Em particular, tais fungdes aparecem na busca de fontes de ruidos em grandes estruturas.
Assim a determinag¢do dos pardmetros A, (expoente de Fourier), em geral relacionados com propriedades fisicas ou geométricas
como a localizagdo de uma fonte, torna-se muito importante na execugdo de projetos.

O problema é que a recuperacdo desses pardmetros a partir do fenémeno fisico observado é geralmente um problema “mal
formulado”, no sentido que uma pequena perturbagdo experimental provoca um grande erro na estimagdo dos parametros, a ponto
da informagdo ser por muitas vezes inutilizavel. Neste artigo apresentamos um método estruturado na resolucdo de um sistema ndo
linear de Vandermonde para determinagdo desses pardametros.
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1. Introducao

Este artigo visa apresentar os estudos que foram desenvolvidos durante o projeto de conclusdo de curso de tema:
“Identifica¢do dos expoentes de Fourier em fungoes quase-periodicas”.

Na primeira parte do texto sera apresentado um breve resumo da teoria das fungdes quase-periddicas desenvolvida
por Harald Bohr, além de alguns teoremas e propriedades essenciais para o projeto. Em seguida serd abordado o
problema da estimativa dos expoentes de Fourier, conjuntamente com algumas propriedades desses ultimos, além de
uma metodologia para obtencdo destes parametros. Finalmente sera apresentado possiveis aplicagdes para este projeto
em problemas fisicos reais, como as vibragdes de corpos ¢ a concepcdo de navios.

2. Funcdes Quase-Periddicas

Antes de apresentarmos a teoria das fungdes quase-periddicas é necessario explicar o conceito de periodo de
translacdo.

2.1. Periodo de Translacao

Dada uma fungdo arbitraria f(x) = u(x) + iv(x) f:J = X continua, o nimero real t ou t(¢) é chamado periodo de
translagdo correspondente a € se a seguinte expressao ¢é respeitada em todo intervalo:

ilérjlf(x+f)—f(x)| Se M

Para uma melhor compreensio deste conceito, vamos estudar o comportamento da fungdo f(x) = e¥1* + ei¥2*¥,
para diferentes valores de Y, e Us,.
2nny _ 2mn,

. Assim tomemos T igual a = , tal que:
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— |eilp1x(eiwlr — 1) + eilpzx(eill’zf —_ 1)|
= |et¥1¥ (e2mm — 1) + ei¥2¥(e2™2 — 1)| = 0

Logo, temos que |f(x + 7) — f(x)| = 0, consequentemente f ¢ uma fungio periddica.

. . . ~ . . . . nl n . .
- Se Y1 /Y, for irracional, obviamente ndo existem n; e n, naturais tais que a igualdade o lIJ_Zz seja verdadeira.

Porém podemos verificar que para qualquer € positivo, podemos encontrar um 7 € J para qual a expressdo (1) seja
valida em R,

|f(x + T) _ f(x)| — |ei¢1(x+r) + eiwz(xﬂ') _ eixplx _ ei¢2x|
If(x + 1) — f(X)] = [eV* (V1™ — 1) + eV2¥ (V2" —1)| < |(e¥" — 1)+ |(e™2"—1)|<2+2=14

Assim podemos afirmar que para todos os valores de € > 4 qualquer t € J satisfaz a relagdo (1). Analisemos o
casode 0 < ¢ < 4:

If(x + T) _ f(x)l — |ei1,b1(x+r) + eill)z(x+r) _ eitplx _ eil/)2X|



= ot (@417 = 1)+ e (o7 — 1)] < |7 = 1) + (e - 1)
=24+ 2cos(P; )|+ 12+ 2cos(, )| =4+ 2[cos(P;7) + cos(P,T)] < €

Assim, para que a expressdo seja valida, basta um valor de T que satisfaga a inequagdo abaixo:

cos(P,1) + cos(P,7) < (e —4)/4
cos[1/2(3y + 2)Tlcos[1/2(hy — P2)T] < (e — 4)/4

Consequentemente constatamos que para qualquer valor de € sempre existira T para o qual a expressao (1) é
verificada.

2.3. Relativamente Denso

Antes de definirmos a nogdo de uma funcgdo quase-periodica, o conceito de conjunto “relativamente denso” também
deve ser introduzido, isto €, a condi¢do de existir um periodo de translagdo T para um valor de € > 0 ndo ¢é suficiente.
Assim seja E o conjunto dos niimeros reais T, este ¢ chamado relativamente denso, se existe certo comprimento L, tal
que em todo intervalo @ < x < a + L, existe a0 menos um valor de 7. Vejamos o exemplo abaixo a fim de melhor
entender esta ideia.

O conjunto relativamente denso mais simples ¢ formado por uma progressao aritmética np (n = £0, £1, ... & p),
pois como vemos o maior intervalo entre dois valores de T é p. Se analisarmos, porém, o conjunto formado por n? (n =
+0,+1,42.......), temos que L = (n + 1)2 — n? = 2n + 1, isto é, o comprimento L é uma fung¢do crescente, logo nio
existe Ly, tal que em todo intervalo @ < x < a + L, existe a0 menos um valor de .

2.4. Definicao de Funcdes Quase-Periodicas
Uma fungdo f:] — X continua ¢é dita quase-periodica se dado um € > 0, existe um conjunto relativamente denso de

periodos de translacdo T de f(x) correspondente a €. Em outras palavras, se existe para todos os valores de € > 0 um
comprimento L(¢€), tal que cada intervalo deste comprimento, contenha a0 menos um periodo de translacdo t(¢).

iletzjolf(x+r) —-f™=<e

2.5. Séries de Fourier para Func¢ées Quase-Periddicas

O teorema abaixo nos permitira estender a teoria das séries de Fourier para as fun¢des quase-periddicas, onde
M{f (x)} é o valor médio da fungio f, isto &, llmt_,oo f @dx.

Teorema I: A fungdo a(1) = M{e"™**f(x)} é zero para todos os valores de A, com exce¢do para um conjunto
enumeravel de nimeros A,,.

Prova: Sejam A4, 4, .... Ay nimeros reais arbitrarios e distintos € ¢y, ¢y, ... ... ¢, nimeros complexos arbitrarios.
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Se por acaso escolhermos c; igual a a(4;), a formula sera a seguinte:

N

- Y et

i=0

M = M{fGOP} - ) laG)P
i=0

Logo podemos garantir que Y~ o|a(1;)|? < M{|f(x)|?}. Assim para um dado P = M{|f(x)|?}, é possivel afirmar
que somente existe um conjunto de valores finitos A, tal que para um valor h positivo, |a(1)| > h. Isto ¢, para um valor



de |a(1)| > 1 existem somente os valores A;, Ay, ... ... ,Aq- Da mesma maneira para o intervalo 1/m < |a()| <1
teriamos somente os valores Agy1,Ag42, ., Aqep, € para o intervalo 1/k <|a(A)| <1/m os valores
Ag+p+1r Agp+2s -1 Agep+s> € assim em diante, consequentemente provando o teorema I. Os valores de A,, diferentes de
zeros sdo normalmente chamados de expoentes de Fourier da fungdo f. Logo dizemos que a série de Fourier da funcdo
f éigual ¥2_; a(A,)en*.

As séries de Fourier de fun¢des quase-periddicas possuem as mesmas propriedades das séries de Fourier de fungdes
periddicas.

2.6. Teorema da Aproximacio

Toda fung¢do f:] = X quase-periddica pode ser aproximada uniformemente pela soma finita s(x) igual a
YN o a(A,)e?n*, onde os valores A, sdo os expoentes de Fourier, isto é:

supyes If(x) —s(x)| < e

Prova: Para qualquer valor de € > 0 escolhemos | = I(¢/8) e § = 6(&/8), tal que existe um periodo de translagdo
T que satisfaz:

supyejlf(x+1)— f(x)| <e/8 nointervaloa<x<a+!l e 2)
[f(x" ) — f(x)| < €/8 paraquaisquer x',x"" € Jcom |x" —x'| < §

Dividamos J em intervalos J,, = (nl,(n + 1)1), (n = 0,11, +2..) tal que em cada intervalo J ha um subintervalo
A= (T, — 6,7, + 6), de periodo de translagdo £/4, de tal maneira que para todo 7’ € A,;:

AN

fgzjﬂlf(HT’) —-fOl <

Definamos a fungdo K5(s), s € J, por:

_(1/26 se se A,
K5(s)_{0 se s&A,

Assim as seguintes propriedades abaixo, que serdo utilizadas posteriormente, sdo validas:
1- Para qualquer natural n
(1/2nl) [" Ks(s)ds =1 (n=0,41,42..).

2- Para qualquer valor de s € J e qualquer natural m

1 ml+s 1 —ml —(m-1)1 ml+s
— Ks(r)dr = (—)f +f f Ks(r)dr
(Zml> f—ml+s o 2ml —-ml+s ml o

-ml

1 -ml ml+s
= (—) <2ml +f +J- K(;(r)dr> =1+1n(s) onde n(s) <1/m
2ml -ml+s ml

3- Para qualquer valor fixo de § o conjunto de fungdes

1 T
Psr(W) = ﬁf Ks(MKs(u+r)dr T=T,=nl, n=0,11,42... (—o0 <x < )
-T

é uniformemente limitado e equicontinuo. Assim pelo classico teorema de Arzela' nos podemos encontrar uma
subsequéncia T, = T, da sequéncia T, tal que o limite

1 [Tk
Ps(u) = lim —f Ks(r)Ks(u + r)dr
k—oo 2Tk Ty

existe uniformemente em todo intervalo infinito.

1. Maiores informagdes sobre o teorema de Arzela consultar (Levitan & Zhikov 1978)



4- A funcdo limite ¢pg(u) € definida positiva.
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Assim vemos que a fungdo ¢, ¢ continua, definida positiva e ¢,,(0) = 1, logo satisfaz as trés condi¢des do teorema
de Bochner-Khinchin?, podendo ser representada da seguinte forma:

+o00

ds(u) = Z agzexp (il;u) + fco exp(idu) ds(A) 3

o=1
onde a, > 0, ¢ s(4) é continua, ndo decrescente e limitada.
Utilizando a relag@o (2) e as propriedades 1 e 2 das fungdes K5 (u) temos que,

Suplf(t) fsma(®)] < 4

2 m
onde I' = sup, ¢; |f ().

Seja m e n nimeros naturais arbitrarios, definamos a fungdo como
ml+s

nl
fomn® = g | [ K Kaf e = +1ydrds

ml+s

Se definirmosnl =T eml =
R+s

fomn® =75 [ [ Ko e 5+ rar s

R+s

T+s 1 R
f [ZTf Ks(s) Ks(u + s)ds] f(t+uwdu =ﬁf_R¢5‘T(u)f(t + u)du

T+s

Utilizando as propriedades 3 e 4 das fungdes Ks(s), e a igualdade (3), e impondo T = T}, obtemos

1 R
fim(® = i fomn, O =5 [ €+ 050

R e e
= %f ft+uw Z agzexp (il;u) + f exp(ilt) ds(/l)] du
f ft+uw Z agexplilds(u+t—1t)] + fw exp(ilu) ds(/l)l du
oo o=1 —®
Z agexp(—il t) f ft+uw) explity(u+t)] du+ —f fit+uw f exp(ilu) ds(1) du
+ oo 1

fom(®) = Z o exp(-idgt) + o [ e+ wh@u)du
Onde,

Asr = ﬁf_RRf(t +u) expliry(u + t)] du
Ay = limg_,o %f_RRf(t +u) explidy(u + t)] du
h(w) = f_oow exp(iiu) ds(4)

Analisemos o segundo termo a direita do sinal de igualdade:

2. Maiores informagdes sobre o teorema de Bochner-Khinchin consultar (Levitan & Zhikov 1978)
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ﬁf_Rf(t +wh(u)du Rll_}Tgr(l) |ﬁf_R”f(t +u)|ldu
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pois sendo h(u) a integral de Fourier-Stieltjes’ de uma distribuigdo continua limg_ e % ffR|h(u)|2du =0.

Seja I tal que X121 @y < /2T, temos que para todos os valores de R > 0,

+00

1 (R £
Z aa—f ft+wexplir,(u+0)]dul << (6)
2R J_, 2
o=n+1
Utilizando as relagdes 4, 5 e 6 temos que:
n+1 +0o
Ssup f(x) - Z aG'AG',R exp(_ilat) < Suplf(x) - fé‘(x)l + Z aoAa,R exp(_ilat)
teJ o=1 teJ o=n+1
n+1
£ €
sup |f(x) — z aghsrexp(—id;t)| S s+-=¢
tej ] 2 2

provando assim o teorema de aproximagao.
3. Problematica

O objetivo desse projeto ¢ a determinagdo dos expoentes de Fourier de uma fungdo quase-periddica, dados seus
coeficientes de Fourier, logo procuramos os valores de A para qual a equag@o abaixo ¢ diferente de zero.

a(d) = M{f(x)e"**} = gim% f t f(He #dt.#0 7)

Como demonstrado no teorema I, o conjunto dos valores de A que satisfazem esta equacdo é enumeravel, porém
pode ser infinito. Entretanto como em uma aproximacao fisica de um problema nao € necessario que obtenhamos um
correspondente idéntico da fun¢do f, mas sim que saibamos qual o erro da estimativa ¢ aceito no nosso projeto,
trabalharemos assim sob um conjunto finito de A4,, conforme mostrado pelo teorema de aproximagdo. Logo nosso
propdsito é que para um determinado erro de aproximagdo € da fungio f:] — X, calculemos os valores de 1, tal que a
seguinte ineqiiacdo seja valida para todo x:

n+1
sup [f(x) — Z ap, exp(—idst)| < ¢ (8)
tej &

Porém ndo podemos nos esquecer que os valores de 4, serdo estimativas dos valores reais dos expoentes de Fourier
An, logo temos que impor outra condigdo a estas estimativas, a fim de garantir a precisdo deste calculo:

|4 — | <6 parai=(1.2,..n) 9)

Na resolugdo deste problema diversas abordagens sdo possiveis, consistindo a complexidade deste trabalho de
conclusdo de curso em encontrar qual metodologia proporciona um ponto 6timo entre resultados numéricos precisos e
tempo de processamento.

3.1. Expoentes de Fourier e seus periodos de translacao

No caso de uma fungdo periddica, o periodo define de uma maneira unica todos os expoentes de Fourier, isto €, se
p > 0 for o periodo, todos os expoentes de Fourier sdo multiplos de 2m/p. Apesar de no caso das fungdes quase-
periddicas ndo existir uma relagdo tdo simples, também existe uma conexdo entre o periodo de translagdo e os expoentes
de Fourier.

3. Maiores informagdes sobre a integral de Fourier-Stieltjes (Tatsuo Kawata. 1949)



Teorema II: Para qualquer § > 0 e para qualquer numero natural N existe um & = £(§, N) > 0, tal que todo
periodo de translagdo 7 = 7(¢) de uma fungdo quase-periodica f:] — X satisfaz o sistema de inequagdes abaixo:

lexp(id,1) — 1| <6 (10)
Prova: Se f(t)~ Y%, a,e"*™, temos que

an = M{f(D)exp (—ilnt)} e apexp (id, T) = MAf(t + D)exp (—idnt)}
Logo,

an exp(iln T ) —anp = Mt{[f(t + T) - f(t) ]exp (_ilnt)}
llalexp(id, ©) — 11l = IMALf (¢ + ) — (&) ] exp(—id, O}
<IMAfe+D)—fOYI =«

lexp(id, T) — 1] < &/lla, |l

Se k = miny<p<yllay|l, temos que:
lexp(ir, 1) — 1| < e/k
Desta maneira, basta impor € = k§ para satisfazer o sistema de equagdes.

Teorema III: Para todo € > 0 e existe um niimero natural N = N(¢) e um § = §(¢) > 0, tal que qualquer nimero ©
que satisfaga o sistema de inequagdes (10) é um periodo de translacdo € de uma funggo quase-periodica f:] = X

Prova: A partir do teorema de aproximagao podemos definir um polindmio trigonométrico para um dado € > 0:

Ne
PO = ) ayeexp(idy ™)

n=1

tal que, sup e ; If (t) — P ()| < &/3.
Definindon =N, ed = ¢/3 Zﬁilnbn_g”, temos que para um valor de T satisfaz as inequagdes de Kronecker:
N

flequ)ng(t +17)—-P.(t)] = Z”an,S”lexp(iAn 7)—1| < SZ”an_g” <¢/3

. n=1 n=1
Disto segue que:

suplf(t + 1) — fF(O] < suplf(t + 1) — P(t + D] + sup|Pe(t + 1) — P(O)| + sup|P(8) — f(D)| < ¢
tej tej tej tej

isto €, que T ¢ um periodo de translaggo € de f(t).
4. Sistema Nio-Linear de Expoentes de Fourier

Definamos uma f:] — X func¢do quase-periddica, apresentada abaixo, onde a(A;) € um numero pertence a R, porém

nao nulo.
n

£(0)~ Z a(yy)elt

j=1
Supondo que essa fungdo f ¢ conhecida por amostragem em n instantes diferentes igualmente espacados,
t=1t,,t,t3, ..., onde tj; 1 —t; = 8. Seja as constantes x; definidas como sendo igual a eid ¢ possivel reescrever a

fungdo f no ponto t, como sendo igual a:

n n n

£t )~ Z a())elhite = Z a(y)eok = Z a(y) x

j=1 j=1 j=1

Logo podemos escrever o seguinte sistema de equagdes,



n n n

f(t,) = Z a(y) % .. f(t;) = Z aQy) x2 .. f(t,) = Z aQy) X

j=1 j=1 j=1

que rescrito em forma matricial tem a seguinte aparéncia,

(X1 Xz X3 .. Xp]rTa(Ay) f(ty)

xtoxgo e xq|la@)| L | ()

—Xin szn cee vee Xgl a()\n) f(tm)

[ 1 1 1 .. 1 a(A) 0 0 X1 f(ty)
Xl X2 e e Xn “I 0 a()\z) cee 0 “IXZ“ _ f(tz)
| X1 X2 et Xy 0 0 o a(Ap)] [Xn f(ty)
Vx)- A-x=f

Podemos facilmente verificar que o sistema possui solugdo, afinal a matriz V ¢ uma matriz de Vandermonde de
determinante igual a [ <i<j<n(Xi+1 — Xi), € como os valores de A; sdo diferentes entre si, temos que det (V) # 0. Além
do que os valores dos coeficientes de Fourier a(A;) sdo conhecidos e diferente de zero também, afinal definimos que os

unicos termos da fung@o quase-periddica que sdo considerados expoentes de Fourier, sdo aqueles que possuem
coeficientes de Fourier ndo nulos.

4. 1 Sistema de Equacdes Nio-Lineares de Vandermonde

Em uma primeira reflexdo podemos pensar que a melhor abordagem para o sistema linear acima seria a simples
inversdo da matriz de Vandermonde através de um processo iterativo, isto é, sendo os valores dos coeficientes de
Fourier conhecidos a(};) e a partir de um valor inicial de x°, a matriz de Vandermonde V(x°) ¢ calculada e assim sua
inversa V~1(x), logo um valor x* pode ser estimado. Sendo esse procedimento repetido até que a diferenga x*+1 — x¥
seja inferior ao parametro de convergéncia.

Entretanto em uma implementacdo numérica pode-se verificar que esta ndo € uma boa solucao, sendo este processo
extremamente instavel numericamente.

Assim apos a realizagdo de uma pesquisa bibliografica sobre o tema de resolucdo de sistema nao-lineares de
Vandermonde, decidimos implementar a metodologia proposta por (G. Trapp e W. Squire,1976) que consiste da
inclusdo de uma paradmetro de corregdo €, conforme exposto abaixo:

Vixk+e) - A-(xk+e)=f

X+ & Xy, + & Xn T €n a
(X +8)% (xp+8)% - (xy+Ey)?|]22 =f
(x; +e)" (xz+&)" - (X +g)"[an

Se desprezarmos os efeitos de todos valores de €; de ordem superior a um,

X1+81 A X]’l+8n al
X2 +2x.8, - X34 2x,8, 2| _¢
[xD 4+ nxP~lg;, o xBT1 4 nxBle | [an
X{ o Xn] [ & £, a;
2 2
X% X 2X1& v 2X,8, a,
! S+ : : =1
xP e xB [nxPTle; -+ nxfT'ey]/ |ag
1 .. 1 1[a, - O07[% 1 .. 1 1[a, -~ O01[&
Xl eee X]’l 0 cee 0 X2 2X1 eee 2X]’l 0 cee 0 SZ
S T | IS I el PSS B n || ° 1T
_X;_l_l Xg_l | 0 “+ ap Xn nxlil_l nxg_l 0 CE- €n




1 1 1 0 1 1
2 2
V(xk)Axk + ):(1 . ):(“ Ak =f > 0 2 . 0 X:l . X:“ Ak = f — V(x¥)AxK
nxf~t e onxpTt 0 - - nlbd™ eoxpT!

D.V(xk).A. = f— V(xk)A - xK

V(xK)Aek = D71 (f— V(x¥)A - x¥)

ek = A-1V(xK) D1+ (f— V(xK)A - x¥)

Onde a matriz D! ¢ diagonal e definida por dii = 1/i, e a matriz A também ¢é uma matriz diagonal, porém formada

pelos coeficientes de Fourier. O procedimento de iteragdo vai ser realizado a fim de obter uma solugao ao sistema de
equacdo apresentado abaixo:

{V(xk)As =D!. (f-V(x)A-x¥)
S U g
A partir de um valor inicial x°, o pardmetro de correciio £° ¢ calculado e consequentemente x*, este procedimento é

repetido até que o valor de ¥ seja inferior ao valor de convergéncia pré-estabelecido.
No caso de valores reais de x; um coeficiente de corregdo A ¢ adicionado ao processo, conforme exposto abaixo:

Se |eX| < A|x¥| » x¥*1 = xX + ek porém se, |e¥| > A|xK| - k8 = xK + Aek|x¥|/|eK|
4. 2 Sistema de Equacdes Nio-Lineares de Vandermonde

A inversa de uma matriz de Vandermonde V~(x) de ordem n, pode ser decomposta em duas matrizes L e U,
triangulares superiores ¢ inferiores respectivamente, conforme exposto abaixo:

- Matriz L:
‘1 1 1 1 1 1 ]
X1 — Xz X3 —XX3 —X3 X; — Xy Xy —Xp
0 1 1 1 1 1
X2 — X1 Xz —X1Xp3 X3 X, —X; Xy —Xp
L= 1 1 1 1 1
0 0 .
X3 —Xq X3 — X1 X3 — X3 X3 — X1 X3 —Xp
11
0 0 0
L Xn - Xl X]’l - Xn_l_
L= lij=0' Sei>j
- Matriz U:
[ 1 0 0 1
| —X 1 0 |
U= X1X5 —(x1 +x3) 1
[_X1X2X1X3 X1X3 + X1X2 + X2X3 _(Xl + XZ + X3) "'J

u; =1
U={ Moy =0
k u; =0, sei<j

Ui = Uj—gj—1 — Ujj—1 " Xj-1
Logo a inversa da matriz de Vandermonde V(x) pode ser expressa como sendo igual a V-1(x) = L - U.
4.3 Simula¢io da Metodologia de Trapp-Squire

Para testar a aplicagdo desta metodologia um codigo MatLab foi elaborado conforme a teoria exposta
anteriormente, sendo a logica iterativa deste apresentado brevemente abaixo:



e Enquanto erro < critério de convergéncia

1. Construgdo da matriz de Vandermonde V a partir dos valores de Xy.
Construgdo da matriz auxiliar L a partir dos valores de xy.
Construgdo da matriz auxiliar U a partir dos valores de xy.
Célculo da inversa de V e do parametro de correcao €.
Calculo do novo valor de X ¢

NN

- No caso de uma matriz de Vandermonde de ordem 5 de valores x = [1;2;3;4;5] e valores iniciais x° =

[-1;0,1;1,5; 3,5; 6], o nimero de iteracdes até a convergéncia foi de 8 iteracdes e a diferenga |kar1 — k+1|

2.8419.1072°, Se utilizamos valores iniciais mais dispersos, x = [—1; 0,5; 1,5; 8i; 60], hd uma convergéncia na ordem
de 2.8933.10719, apos 63 iteragdes.

Quando trabalhamos com valores complexos de valores X;, a metodologia se mostra ainda mais precisa e refinada.

Por exemplo para uma matriz de Vandermonde de ordem 5 de valores x = [—2i; —i; i; 2i; 5], quando a solugdo inicial é
. e , . .~ . 2 _

9 = [-5i; —1.5i; 4i; 6i; 5] 0 numero de iteragdes ¢ de 10 e a diferenga entre |karl —Xk+1| = 1,8904.10731. Se

utilizarmos x° = [—20i; —3i; 4i; 80i; 5], isto é, valores relativamente dispersos, o niimero de iteracdes sera de 28, e a o

N \ 2 _ . e . . \
erro de convergéncia igual a |xk+1 - Xk+1| = 3,062.1072%. Finalmente, para valores iniciais ainda piores x° igual a

[—500i; —384i; 24i; 600i; 6], a convergéncia nos resultados ocorre em 33 iteragdes.
Vejamos o caso de matrizes de Vandermonde de ordem maiores:
-n = 10 e x = [—5i; —3i: —2i; —i; —5; i: 2i; 3i; 5i; 8]:

o Sex" = [—6i; —4i; —2,2i; —2i; —i; i; 1,2i; 2i; 3i; 1; 8] 0 nimero de iteracdes até a convergéncia foi de 264,
e o erro de convergéncia [x**1 — xk+1|2 foi igual & 2,045.1071°,

-n = 15 e x = [9i; 8i; 7i; 6i; 5i; 4i: 3i; 2i; 1i; 8; —1i; —2i; —3i; —5i; —6i]:

e Se x® = [—10i; —8i; —2,9i; 6i; 0; 1; 3; 6; 9i; 20i; 3,5i; 2.5i; —8.5i; —4: —6.9] o niimero de iteragdes até a
convergéncia foi de 40907, e o erro de convergéncia |x**1 — xk“|2 igual 4 4,1802.1072°,

Assim podemos afirmar que quando os valores x; sdo complexos a convergéncia ¢ obtida, mesmo nos casos de
solucdes iniciais mal condicionadas, ou de sistemas de grande ordem.

Testemos agora a robustez do codigo para o caso de problemas onde a matriz A, definida anteriormente, ¢ diferente
da identidade, isto ¢, existe algum a;; # 1.

-n=4, x=[1;2;3;4]e A =[1;2;3;4]:

e Parax®=1[0.9;1.9;2.9;3.9] o nimero de iteragdes até a convergéncia foi de 5, e o erro de convergéncia
)i+t — xI+1| foi igual & 1.2345.107%7.

e Parax®=[0.7;1.8;2.8;4.5] o niimero de iteragdes até a convergéncia foi de 5, e o erro de convergéncia
|xi+t — xI+1| foi igual & 7.4922.107°.

e Quando x° = [0.9;1.9; 2.9; 3.5] o numero de iteracdes até a convergéncia foi de 7, e a diferenca |x
k+1|2
X

k+1 _

igual a 7,2759.107%*, Entretanto devido ao valor inicial mal condicionado a solucdo obtida foi
Xs = [0.9685; 3.2282; 2.2095; 3.9867], que podemos facilmente verificar também é uma solugdo ao
sistema ndo linear proposto, porém ndo a desejada, isto é nio satisfaz a condicdo definida pela
expressio (9).

[Xsl Xs2  Xs3 Xs4'|

2 2 2
Xs1 Xs2  Xs3 Xs4 2 100
3 3 3

X321 X Xi3 XS4 3 354
4 4 4

Xe1 Xey Xez Xegdld 1300

-n=5x=[1,2;3;45]eA=[1111;11]:

e Se para o mesmo x° = [—1;0,1;1,5; 3,5; 6] tentarmos refazer o sistema de ordem 5 estudado anterior,
porém desta vez com a matriz A definida acima o sistema ndo atinge a convergéncia, mesmo apos 1984172
iteragdes.



e Se utilizarmos o mesmo valor x° = [—1;0,1; 1,5; 3,5; 6], mas porém desta vez definirmos a matriz A
como sendo A = [1t®; m¢; t%; €; m®] a convergéncia ocorre apos 9 iteragdes apenas, com uma diferenca
2, \ -
|karl - Xk+1| igual 4 2,3061.10726,

e Se utilizarmos um valor de x° =[0.9;1,5;2,7;3,1; 4,5], isto ¢, melhor condicionado a convergéncia

e . 2. _
ocorre apds 7 iteragdes apenas, com uma diferenca [x**1 — x*1|” jgual 4 1,6014.1072*.

Este comportamento demonstra que a convergéncia ocorre com robustez quando a matriz A ¢ composta de valores
a;; iguais entre si, isto ¢, a; {i = 1,2,3...} igual a uma constante c, seja esta real ou complexa. Entretanto também
demonstra que o sistema se mostra mais instavel quando os valores de a;; sdo diferentes entre si.

Assim esta metodologia se mostra amplamente aplicavel na obten¢do dos expoentes de Fourier, com a tnica
ressalva do caso de matrizes A com valores fortemente dispersos. Acreditamos que para este tipo de problema melhores
solucdes seriam obtidas se este fosse reformulado para um conjunto de equacdes de polindmios simétricos, isto &,

™, a;x¥. Outra possibilidade seria utilizar valores iniciais de A melhores condicionados inicialmente, sendo esses
depois atualizados conforme o avanco do célculo iterativo do vetor x desejado.

5. Aplicacoes

Existem intimeros campos de aplicacdo das fungdes quase-periddicas: teoria do eletromagnetismo, teoria do
plasma, mecanica do continuo, mecanica quantica, sistemas dindmicos, astronomia, vibragdes, ondas do mar, etc. Essas
duas ultimas areas de aplicag@o serdo brevemente apresentadas abaixo:

Ondas do mar: Seakeeping consiste na verificagdo da capacidade do navio de sustentar a velocidade para a qual foi
planejado, quando submetido aos efeitos de sua movimentagdo no mar: aceleragdo na proa, emersdo do propulsor,
incidéncia de dgua no convés e as solicitacdes do mar. Este método faz parte de uma das etapas da concepcdo de um
navio, conjuntamente com a selegdo do sistema propulsor, a andlise da forma, compartimentos, etc. Entre os diversos
parametros que devemos levar em conta neste estudo, o espectro de mar € o que mais nos interessa. Pois quando um
navio esta viajando pelo mar ¢ excitado por ondas aleatdrias, que podem ser representadas pela superposicao de varias
ondas regulares. Cada parcela destas ondas regulares contribui com uma parcela de energia, que é proporcional a
amplitude daquela parcela de onda. Visto que ndo existe um valor unico que defina todos os periodos de oscilagdo para
essas ondas, A, = v/n, a teoria classica das fung¢des periddicas nio é suficiente para modelagem deste sistema dinamico,
logo o uso das fungdes quase-periddicas € necessario para um estudo robusto.

Outro exemplo da importancia da aplicacao das fun¢des quase-periddicas em problemas fisicos € na construgdo de
plataformas em alto mar de extragdo de petroleo. Estas serdo continuamente expostas aos efeitos das ondas do mar, logo
um estudo do espectro do mar deve ser realizado a fim de que ndo haja nenhuma frequéncia de oscilacdo da estrutura
que possa entrar em ressonancia com as frequéncias de solicitacdo, o que poderia levar a estrutura inteira ao colapso.

Vibragoes: Placas, cavidades, cascas e barras possuem modos de vibragdes complexos que na maioria das vezes sdo
modelados por fungdes quase-periodicas.
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Identification of Fourier exponent in almost periodic functions
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Abstract. Almost periodic functions are frequently present in the analysis of sea-waves and of vibrations in beams, plates and shells.
In particular, such functions appear in the search for sources of noise in large structures. The parameters A,, Fourier exponent, are
usually connected with geometric and physical properties, as the location of the source for examples.

The problem is that the recovery of these parameters from the observed physical phenomenon is usually an ill-posed problem, in the
sense that a small experimental perturbation might cause a large error in the estimation of parameters. In this paper we present a
methodology structured in the Vandermonde matrix with the aim to determine these parameters.
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