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Resumo: O presente trabalho dedica-se ao estudo da dinâmica longitudinal e vertical de veículos combinados em configuração cavalo 
semi-reboque. São estudados modelos individuais para os diferentes tipos de forças atuantes em tais veículos. Um modelo matemático 
não-linear é deduzido para o movimento acoplado longitudinal e vertical do veículo. Tendo em vista as não linearidades obtidas, são 
estudadas diferentes possibilidades de simulação para o modelo. São expostos e discutidos os resultados obtidos com a simulação na 
plataforma SCILAB/SCICOS. É feita ainda uma pesquisa dos modelos existentes para o efeito “slosh”. 
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1. Introdução 

 
De acordo com o Anuário Estatístico de Transportes Terrestres de 2008, publicado pela Agência Nacional de 

Transportes Terrestres, havia no Brasil, em 2007, aproximadamente 1,5 milhão de caminhões. Com tantos caminhões em 
trânsito, tornam-se necessárias medidas que minimizem a possibilidade de acidentes. 

As características dinâmicas de qualquer veículo automotor dependem fortemente de parâmetros como localização do 
centro de gravidade e massa total. Por isso, torna-se difícil a previsão do comportamento dinâmico de veículos de carga 
fluida. Nestes veículos, as condições de operação altamente variáveis alteram o desempenho dinâmico de forma 
significativa. Não só a massa varia, mas a localização do centro de massa também. Cargas líquidas movem-se com maior 
facilidade, podendo alterar as características dinâmicas do veículo de forma a desestabilizá-lo. Este efeito de transferência 
de carga por movimentação de líquido é conhecido como efeito de “sloshing”. Por fim, a inserção de uma articulação entre 
o cavalo e a carreta torna o problema ainda mais complexo. Surge aí a necessidade de estudar as influências deste tipo de 
carga na dinâmica do veículo. 

O trabalho visa, portanto, a elaboração de um modelo matemático que produza resultados confiáveis. Deseja-se, por 
fim, com a simulação, possibilitar a predição do comportamento dinâmico de caminhões sujeitos à aceleração e frenagem 
bruscas, de forma a torná-los mais seguros. Serão foco do trabalho os caminhões do tipo cavalo semi-reboque, como o 
ilustrado na Fig. (1). 
 

 
 
Figura 1 – Caminhão-tanque articulado 
 
2. Modos de instabilidade de veículos articulados 

 
Segundo Eshleman; Desai (1972), os veículos articulados apresentam dois modos de instabilidade comuns, o 

acotovelamento (“Jackknifing”) e o balanço lateral da unidade rebocada (“Trailer swing”). Vkl (1982) apud Gutiérrez 
(1999) cita ainda um terceiro modo de instabilidade, a oscilação de arrasto da unidade rebocada (“Snaking oscillation” ou 
“flutter”). O “jackknifing” ocorre quando o cavalo-mecânico gira ao redor do pino-rei devido a uma falta de força lateral 
nos seus pneus traseiros. Já o “trailer swing” é caracterizado por um grande ângulo de yaw, que é o ângulo formado entre o 
cavalo-mecânico e a carreta. Este fenômeno resulta de uma perda parcial de força lateral nas rodas da carreta. O “flutter” 
seria uma oscilação com efeito semelhante ao “trailer swing”, porém com menor intensidade e movimento alternado. 
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Figura 2 - Modos de instabilidade de veículos articulados 
 

A falta de força lateral suficiente nos pneus é a causa de instabilidade em veículos articulados. Esta condição pode 
ocorrer quando o pneu atinge o limite de força transmissível, devido à interação pneu-solo. 
 
3. Modelagem matemática do movimento longitudinal 
 

No estudo proposto, o primeiro passo é a diferenciação dos três movimentos possíveis, o movimento longitudinal 
(aceleração e frenagem), o movimento lateral (curvas e manobras) e o movimento vertical (amortecimento e suspensão). 
Para o estudo de cada movimento devem ser propostos ainda modelos para as forças internas e externas atuantes. Forças 
internas incluem aquelas devidas à articulação entre cavalo e semi-reboque e as forças do sistema de suspensão. As forças 
externas incluem as forças de interação pneu-solo (forças de tração e forças de resistência à rolagem), forças aerodinâmicas 
e força peso. 
 
3.1. Interação pneu-solo 
 
3.1.1. Forças de tração 
 

Sendo µ o coeficiente de atrito entre pneu e solo e FN a força normal atuante no pneu, é possível determinar a força 
lateral ou longitudinal atuante Fat, conforme a Eq. (1). 

 

Nat FF ⋅= µ                    (1) 

 
Os modelos mais comuns relacionam o coeficiente de atrito ao escorregamento observado no pneu. Em termos 

longitudinais, o escorregamento “s” é definido em função da velocidade do solo e a velocidade do ponto do pneu que está 
em contato com ele. Matematicamente, sendo ω a velocidade de rotação da roda, re o raio efetivo da roda (considerando 
deformação do pneu) e vc a velocidade absoluta do veículo, a definição difere para aceleração e para frenagem, conforme 
mostram as Eqs. (2) e (3), respectivamente: 
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Um modelo que relaciona µ e s foi proposto por Pacejka (2006) e é conhecido como “Fórmula mágica”. Tal modelo 

está mostrado na Eq. (4) e o significado de seus coeficientes pode ser visto na Fig. (3). 
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Na Eq. (4), µ representa o coeficiente de atrito e s representa o escorregamento do pneu. Esta função matemática 
descreve uma curva que passa pela origem, atinge um máximo e então decresce aproximando-se assintoticamente de uma 
reta decrescente. 
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Figura 3 - Significado dos parâmetros da fórmula 
 

O valor máximo atingido pela curva, que é chamado de µmax em curvas reais, é dado pelo fator D, enquanto o produto 
BCD representa o coeficiente da reta na origem. Para o caso de movimento puramente longitudinal, por exemplo, este 
coeficiente de reta é conhecido como rigidez de força longitudinal e estabelece a relação entre a força longitudinal no pneu e 
o escorregamento nesta direção. O fator C determina o limite do argumento da função seno e estabelece, assim, se a curva 
caracteriza uma função de força longitudinal, lateral ou de momento restaurador. Para força longitudinal, C tem um valor 
aproximado de 1,65. Com D e C determinados, B resta para estabelecer o valor da rigidez de força. O valor de E determina 
a curvatura da curva, fixados o valor máximo e o coeficiente de reta da origem. Em outras palavras, E determina o valor 
para o qual µmax é atingido e pode ser calculado por: 
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Condições normais de viagem apresentam escorregamento entre 3% e 10%, o que está dentro da faixa linear da curva. 

Observa-se ainda que para uma roda travada, a força transmitida não é a máxima possível. Assim, é desejável que se 
mantenha o escorregamento máximo na faixa dos 20% a 30%. Durante uma situação extrema e na ausência de sistemas 
ABS, porém, o travamento pode ocorrer, limitando a força máxima transmitida. 
 
3.1.2. Força de resistência à rolagem 

 
A força de resistência à rolagem aparece a partir do momento em que o veículo começa a se locomover. As 

deformações sofridas pelos pneus fazem com que haja uma perda de energia inerente ao movimento. Um modelo é o do 
deslocamento da força normal atuante no pneu, como proposto por Popov et al. (2003) apud Miége; Popov (2004). Este 
modelo é mostrado na Fig. (4). Ele considera a força normal atuante sempre com um deslocamento longitudinal “e”, de 
forma que é gerado um momento contrário ao movimento de rolagem. O efeito é o mesmo da modelagem por força atuante 
no centro da roda, ou seja, frear o conjunto roda/pneu. 

 



 4 

 
 
Figura 4 - Modelo de força de resistência à rolagem 
 
3.2. Forças motoras ou de frenagem 

 
As forças de frenagem e de aceleração serão modeladas como um torque atuante diretamente na roda. Assim, o modelo 

considera como positivo um momento de aceleração aplicado na roda e como negativo um momento de frenagem aplicado 
na roda. 
 
3.3. Forças aerodinâmicas 

 
Como resultado da interação da corrente de ar com o veículo, são impostas diversas forças e momentos aerodinâmicos. 

Para o estudo do movimento vertical/longitudinal de um veículo, a componente mais significativa é a força de arrasto. A 
força de sustentação e o momento de pitch aparecem com maior intensidade em situações onde o veículo é equipado com 
aerofólios e, por isso, serão desprezados. Sendo CA o coeficiente de arrasto e A a área frontal, a força de arrasto é dada pela 
Eq. (6). 

 

ACVR Aarx
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3.4. Modelo físico 

 
A Fig. (5) ilustra os modelos utilizados para cavalo e eixos dianteiros. A Fig. (6) ilustra o modelo utilizado para a 

carreta e os eixos presos a ela. As rodas foram omitidas por terem modelos iguais aos das rodas da Fig. (5). 
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Figura 5 - Modelo do cavalo e rodas 
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Figura 6 - Modelo da carreta 
 

O modelo físico utilizado tem 12 graus de liberdade: 
• xcav: posição longitudinal do cavalo e dos dois eixos presos a ele. 
• xcarr: posição longitudinal do cavalo e do eixo preso a ele. 
• ycav: posição vertical do cavalo; 
• ycarr: posição vertical da carreta; 
• y1 e y2: posição vertical dos eixos presos ao cavalo, sendo 1 o eixo da frente e 2 o de trás; 
• y3: posição vertical do eixo preso à carreta; 
• α: ângulo de pitch do cavalo; 
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• β: ângulo de pitch da carreta; 
• γ1 e γ2 : ângulo de giro dos eixos presos ao cavalo, sendo 1 o eixo da frente e 2 o de trás; 
• γ3: ângulo de giro dos eixo preso à carreta. 

 
As forças externas atuantes no modelo são: 
• Pcav, Pcarr, P1, P2 e P3: força peso atuante em cada um dos corpos; 
• Rar,cav e Rar,carr: força de arrasto do ar, atuante na direção x, com sentido contrário ao movimento do veículo; 
• N1, N2 e N3: forças normais atuantes nos pneus. Correspondem à soma de todas as forças normais atuantes nos 

pneus de um mesmo eixo. Estas forças surgem devido à deformação do pneu e podem ser modeladas como a força 
gerada por uma mola, segundo Gillespie (1992); 

• T1, T2 e T3: forças de tração ou frenagem. 
 

Por fim, as forças internas atuantes entre os corpos são: 
• Cx e Cy: forças entre o cavalo e a carreta, transmitidas pelo mecanismo de quinta-roda e pino-rei; 
• M1, M2 e M3: momentos motores ou de frenagem aplicados diretamente nos eixos; 
• Fx,i: são as forças longitudinais atuantes entre os eixos e o corpo que os prende (cavalo ou carreta). Para a 

suspensão por feixe de molas, a força é transmitida diretamente pelos parafusos de fixação; 
• Fy,i: são as forças verticais atuantes entre os eixos e o corpo que os prende (cavalo ou carreta). 

 
3.5. Determinação das constantes do caminhão 

 
Uma difícil tarefa na modelagem de veículos articulados pesados é a obtenção dos dados necessários para a criação do 

modelo. A quantidade de dados na literatura é relativamente escassa, sendo maior a quantidade de dados relativos a veículos 
de passeio. Alguns dados puderam ser obtidos diretamente dos catálogos dos fabricantes. Outros foram estimados com base 
em trabalhos semelhantes e outros foram ainda calculados com base em aproximações.  

Os momentos de inércia do cavalo e da carreta foram estimados com base nos momentos de inércia de guinada 
fornecidos por Gutiérrez (1999), sendo utilizada a proporção entre a massa do veículo estudado por Gutiérrez e a massa do 
veículo escolhido no presente trabalho para a estimativa. Para o cálculo dos momentos de inércia dos eixos, estes foram 
aproximados por cilindros e os conjuntos rodas/pneus foram aproximados por discos. Foram usadas massas e raios de 
mesma magnitude dos componentes reais. A altura do CG do cavalo foi estimada com base nos dados fornecidos por 
Gutiérrez (1999), assim como a posição do CG da carreta. A massa dos conjuntos eixo/roda/pneu foi estimada em 70 kg e 
das rodas em 55 kg. Foi considerado que o eixo dianteiro do cavalo tem somente um par de rodas, enquanto os outros eixos 
tem dois pares cada. Os coeficientes de mola e de amortecimento para suspensão e pneus: foram tirados de Yi; Hedrick 
(1989). 
 
3.6. Equacionamento 

 
As equações são obtidas aplicando-se o teorema do movimento do baricentro nas direções x e y e o teorema do 

momento angular na direção z. Para cada corpo tem-se, então, 3 equações. O sistema é composto por cavalo, carreta e os 3 
eixos, totalizando 15 equações. Há ainda duas equações referentes à quinta roda, que estabelece um ponto de contato entre 
cavalo e carreta. Assim, obtém-se, finalmente, um conjunto de 17 equações 

Os únicos termos das equações que não são funções explícitas das variáveis de estado são as forças Fx,i, Cx e Cy, 
totalizando 5 forças. Assim, tem-se as 17 equações necessárias para determinar as 12 variáveis de estado e as 5 forças 
internas desconhecidas (12+5 = 17 incógnitas). 
 
4. Simulação 

 
Observa-se que o sistema de equações desenvolvido na seção anterior é um sistema do tipo MIMO, com equações 

diferenciais ordinárias não-lineares e coeficientes invariantes no tempo. As condições iniciais são conhecidas e, desta forma, 
podem ser impostas. A primeira idéia para a simulação foi a utilização da função CSIM do software Scilab. Para a utilização 
da função CSIM, é necessário que o sistema de equações esteja na forma de espaço de estados. Isto exigiria a linearização 
de várias funções contidas nas equações de movimento. A primeira equação linearizada foi µ(s). Como já foi dito, a curva 
µ(s) apresenta um trecho linear seguido de um trecho altamente não linear. Portanto, foi necessário utilizar-se apenas do 
trecho linear da curva µ(s). Outras funções não lineares são as funções das forças aerodinâmicas. Tais forças são funções do 
quadrado da velocidade. Portanto, seria necessário linearizá-las. 

Este conjunto de linearizações acabaria por tornar o modelo muito limitado e impreciso. Portanto, foram estudados 
outros métodos e programas de simulação. Garcia (2005) lista uma série de linguagens e programas de simulação existentes 
para várias aplicações. O autor termina por apresentar a ferramenta MATLAB/SIMULINK como uma boa alternativa para a 
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simulação de sistemas não-lineares. Assim, tendo em vista a qualidade dos resultados finais, decidiu-se pela implementação 
e simulação de um modelo não linear com a ferramenta SCILAB/SCICOS, que é análoga ao MATLAB/SIMULINK. 

Para a implementação das equações diferenciais, foram utilizados no SCILAB/ SCICOS os blocos Integrador, 
Mathematical Expression, Entrada Degrau, Somatório, Event Generator e Scope. 

Foram apresentados e analisados os resultados referentes a três simulações: 
 

• Análise da posição de equilíbrio vertical dos corpos para o veículo parado; 
• Análise de posições, velocidades, escorregamentos e forças do veículo sob frenagem brusca; 
• Análise de escorregamentos dos pneus sob aceleração brusca. 

 
Como exemplo dos resultados obtidos, a Fig. (7) mostra a evolução do ângulo de pitch do cavalo durante a simulação 

de frenagem. Até os 40 segundos o veículo é mantido acelerado, em velocidade constante de 80km/h. Aos 40 segundos, 
uma frenagem brusca é iniciada, o que faz com que o ângulo de pitch diminua. Na convenção adotada, isto significa que o 
“nariz” do veículo abaixa e a traseira levanta, o que é coerente com o comportamento verificado normalmente em veículos 
reais. 
 

 

 
Figura 7 - α(t) - Simulação 2 
 
 
5. Conclusões 

 
Naturalmente, o modelo criado jamais descreverá os fenômenos com perfeição, pois há, na realidade, uma série de 

fatores aleatórios que adicionam efeitos dinâmicos ao movimento. As próprias simplificações adotadas tendem a tornar o 
modelo imperfeito. As hipóteses simplificadoras adotadas foram: 

 
• Suspensão aproximada por conjunto mola-amortecedor; 
• Pneu aproximado por mola; 
• Efeitos aerodinâmicos de lift e momento desprezados; 
• Corpos do cavalo e carreta foram considerados rígidos torcionalmente; 
• Rodas foram consideradas, junto com seus eixos, como um corpo único. 
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Nas três simulações realizadas, porém, verificou-se a obtenção de resultados qualitativamente coerentes com o que é 
esperado de um veículo real. Cargas, variações de ângulo, velocidades e escorregamento de pneus interagiram e reagiram às 
entradas de forma complexa, porém possível de ser explicada pela intuição baseada em conhecimentos técnicos. Isto 
demonstrou a coerência dos modelos adotados e as corretas proporções entre as constantes escolhidas. Quanitativamente, 
não foi possível validar o modelo pela falta de dados experimentais referentes a veículos de carga sob aceleração e 
frenagem. 
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LONGITUDINAL DYNAMICAL MODELLING OF ARTICULATED VEHICLES 
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Abstract. This work is dedicated to the study of longitudinal and vertical dynamics of combined vehicles in truck semi-trailer 
configuration. Individual models are studied for the forces acting on such vehicles. A nonlinear mathematical model is deduced for the 
coupled longitudinal and vertical movement of the vehicle. Given the nonlinearities obtained, different possibilities are studied for the 
simulation model. The results, obtained with the simulation on the SCILAB/SCICOS platform, are exposed and discussed. A research is 
exposed on the existing models for the slosh effect. 
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