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Resumo

O presente trabalho de formatura tem como objetpresentar o uso dos grafos de
ligacdo na modelagem de um problema de trafegaheejcatravés da analogia com um
escoamento compressivel. Estudou-se o trafego earviande méo Unica, cujas variaveis
independentes séo a velocidade e a densidade. Adetoeste trabalho a metodologia dos
grafos de ligacdo, pelas vantagens que esta metpdohpresenta na modelagem de
sistemas fisicos, conduzindo a solugcdo sempre sigti@a da conservagdo da energia. O
modelo utilizado neste caso foi um modelo de dupmgdes de estado, desacoplando as
variaveis densidade e velocidade, fazendo com ggansa de possibilidades a serem
estudas pelo modelo aumentasse consideravelmdilizolse fundamentos do método de
elementos finitos, discretizando a via em um nunfieito de elementos e usadas funcées
de forma lineares para a velocidade e a densid@afiecao linear para a funcédo de peso. O
trabalho apresenta alguns resultados da simulagiourd trafego veicular, como
propagacdes de distribuicbes de carros finitasanebém inicia uma abordagem em

problemas dstop-and-go



Abstract

This report presents the application of the bonablyrmethodology to model a
traffic flow model, by means of an analogy witharpressible fluid flow. It was studied a
traffic flow in a single way road, with car densiynd velocity as independent variables.
The bond graph methodology was adopted because @fdvantages it presents, related to
the solution of the problem always from an energinpof view. In this work the two
equation model was used, with different equati@ngiénsity and velocity, providing many
possibilities for simulations and analyses. Thetdirelement method was used, with the
description of the road in a finite nhumber of eletse Linear shape functions for the
density and velocity and linear function for theigie function were used. Some simulation
results of a traffic flow are presented, relatedptopagation of finites distributions of
vehicles. The approach to deal with stop-and-gblpros is presented.
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1. INTRODUCAO

O formalismo do8ond Graphou Grafos de Ligacdo possui varias vantagens no
gue se diz respeito a sistemas dindmicos que tramam diferentes formas de energia,
como é o caso dos fendmenos fluidicos, por possmia forte relacdo com a
termodinamica. Portanto o interesse em desenvamegstudo aprofundado sobre essas
duas éareas se justifica.

Até onde se sabe a primeira tentativa na aplicagdonetodologia dos Bond
Graphs (BG) na resolucao de problemas de CFD,ubligada por Fahrenthold [12].
Porém esta formulacdo ndo levou em conta os fendsné®m conduc¢do de calor, o que
leva a problemas dmnveccao-difusao.

Especificamente sobre escoamentos compressiveigloEa [4], aplicou com
sucesso a metodologia BG-CFD na resolucdo de pnalslecom tal comportamento,
simulando o conhecido problema do “tubo de chodqekbck tubke Foi mostrado que
essa metodologia pode modelar problemas ndo |Imeamplexos, levando em conta
efeitos como compressibilidade, conveccado, conddedcalor e dissipacdo de energia.

Neste cenario € possivel verificar que algunsdestya foram realizados com a
aplicagdo da metodologia de grafos de ligacdo nmlesle escoamentos compressiveis.

O presente trabalho ira focar-se no problema dedoaveicular, que possui
algumas simplificacdes em relacdo ao problemaraigie escoamento compressivel,
pois ndo contabiliza as trocas de calor e ndodspdicao de energia.

Muitos trabalhos nesta area de pesquisa foram gadas, com resultados
satisfatérios. Porém muitos deles utilizaram apamaa equacdo de conservacdo de
massa, 0 que acaba reduzindo as possibilidadestugoede um trafego veicular pela
simplicidade do modelo.

Trabalhos utilizando equacdes desacopladas pamnsiddde e a velocidade
também j& foram estudados, porém utilizando o neétdds elementos finitos
diretamente sobre as equacdes de equilibrio. A duoktgia dos grafos de ligacéo

introduz o estudo dos fluxos energéticos do sistamdeste modo, sdo discretizados



termos de mesma dimenséao (poténcia). Deste modetalologia dos grafos de ligacéo
faz com que o modelo encontrado seja mais condiamBém conserve todas as formas
de energia além de respeitar a equacao de estado.

A organizacdo do trabalho € a seguinte: no Capuddfeita uma apresentacéo
do formalismo dos Bond Graphs; no Capitulo 3 é sgm@do o modelo de trafego
veicular utilizando o formalismo doBond Graphs no Capitulo 4 é apresentada a
discretizacdo utilizando o Método de Elementost&aino Capitulo 5 sdo apresentadas
algumas simulacdes numéricas e as dificuldades ngadas; no Capitulo 6 séo
apresentadas as conclusdes do trabalho. Finalns@oteapresentados as referéncias

bibliograficas e um apéndice com o programa em Klatltilizado.



2. O FORMALISMO DOS BOND GRAPHS

2.1. Defini¢cdes iniciais

Um sistema dinamico pode ser sempre representado por elementos
basicos que interagem com outros elementos através de portas, e essa
interacdo deve-se a passagem de energia por tais portas. Como essa afirmacéo
€ verdadeira para todos os tipos de sistemas sejam eles eletromagnéticos,
mecanicos, fluidicos, térmicos, dentre outros, é vantajoso classificar esses
diferentes tipos de energia em varidveis generalizadas. Tais variaveis sao:
esforco (e), fluxo (f), momento (p) e deslocamento (q). No caso, as duas
variaveis principais sdo esforco e fluxo, pois 0 momento nada mais € que a
integral no tempo do esforgo, e o deslocamento a integral no tempo do fluxo.
Com isso, conseguimos generalizar naturalmente modelos dindmicos que
comutam diferentes tipos de energia, ja que 0 que interessa é a energia
transferida, e pouco importa sua forma para o formalismo dos Grafos de
Ligacao.

Através dos Grafos de Ligacdo, a interconexdo de diversos elementos
multiportas é feita através de um grafico no qual um numero finito de objetos
representativos ligados uns aos outros por lacos que representam um fluxo de

energia, como mostrado na Figura 3.1

Figura 2.1 - Exemplo de Grafo de ligacéo.

Realizado este grafico de objetos e lagos, sdo atribuidas casualidades ao



sistema, ou seja, determinar os sinais de entrada e saida, e assim a obtencéo

das equacdes de estado que regem o sistema dinamico & trivial.

2.2. Elementos basicos

A metodologia dos Grafos de Ligacdo possui elementos basicos
generalizados, validos para todos os tipos de sistemas, de tal forma a descrever
corretamente todas as transformagfes da energia total do sistema. Séo eles:
resistores, capacitores, indutores, transformadores, e giradores.

Os resistoresR) séo elementos dissipadores de energia que possuam
relacdo estética entre as variaveis de esforgexe.fl

Capacitores @) sdo elementos que relacionam estaticamente &veiar de
esforco e deslocamento. Esse elemento armazebara knergia para o sistema sem
perdas, sendo basicamente elementos acumuladoeegidga potencial.

Os indutores Ij sdo elementos que relacionam estaticamente &veiar de
momento e fluxo, e estdo relacionados com a indig&m circuitos elétricos, com a
massa na analogia mecanica, dentre outras. Indypodem ser vistos como elementos
associados com a energia cinética.

Os elementos até agora citados, sdo consideragtosmios de um porto. Os dois
ultimos elementos basicos citados, Transformaddidy e Giradores GY) séo
elementos que também conservam energia, porém lsaeerdéos considerados duas
portas.

Transformadores variam esfor¢co e fluxo de modo que o produto entre
eles, ou seja, a potencia transferida seja mantida inalterada. A relagéo
constitutiva que rege um transformador estd mostrada na Eq. 1.



Eqg. 1

Cujas variavei®; e e, representam as variaveis de esforco nas respegiorgas
1 e 2, €, ef, as varidveis de fluxo,m é chamado de modulo do transformador.

Os giradores sdo elementos que também variam esforco e fluxo
mantendo a potencia total inalterada, porém, eles possuem uma relacdo

constitutiva bem diferente, como mostrado na Eq. 2.

e = f,r
r.f,=e

Eq. 2

No qualr € chamado de médulo do girador.

2.3. Elementos de juncéo

Os elementos de juncédo tém por finalidade conectar todos os outros
elementos do sistema. Estes elementos sdo de extrema importancia para o
formalismo dos Grafos de Ligacao, e a idéia por tras deles, é o que na analogia
elétrica, conhecemos por ligacdo em série, e ligacao em paralelo.

Existem dois tipos basicos de elementos de juncéo, o primeiro chamado
de Juncdo de Fluxo, O-junctioou juncdo de esforco comum, como o préprio

nome revela, € uma juncdo em que todas as ligagbes comutam o mesmo

esforco. As equacdes constitutivas que regem tal juncéo séo as Eq. 3.



Eq. 3

O segundo tipo de juncdo é conhecido como Juncdo de Esforco, 1-
junction ou juncéo de fluxo comum. Todas as licdes nessa juncdo comutam a

mesmo fluxo, e as equacdes constitutivas que regem tal juncdo séo as Egs. 4.

e+e +e +...+e =0
f=f,=f,=..=f

n

Eqg. 4

E facil observar que estes dois elementos de juncdo conservam a
energia que flui por eles, ndo acumulando nada, simplesmente dividindo a
energia em diferentes portas, de forma que a Eq. 5 que realiza o balanco total

da energia no sistema, mostrada a seguir, esta sendo respeitada.

e.f,+e.f,+e.f,+...+e.f =0

Eq. 5

2.4. Obtencéo do grafo e causalidade

A obtencado dos grafos em um sistema dindmico genérico se deve a um
estudo geral de todos os elementos presentes em tal sistema, levando em
conta os mecanismos de transferéncia da energia entre eles, de forma a se
respeitar a conservacdo de energia total no sistema. E nesta etapa que

devemos nos preocupar com a fisica envolvida no problema, para termos um



modelo realista e que gere os resultados esperados.

O problema em si esta relacionado com a deternindg&ue tipos de juncdes
estdo envolvidos em cada particular conexdo, deongode determinar se as unides
referidas comutam esforco ou comutam fluxo. Exisegumas técnicas especificas
para cada tipo de problema, seja ele elétrico, mezadentre outros, porém isto esta
aguém do objetivo final deste projeto e, portamtemos exemplificar tais usos de
jungdes, no exemplo que vira em topico a frentejnspecao fisica.

As casualidades associadas a um grafico qualquerepresente um sistema
particular sdo atribuidas seguindo uma ordem piiéida. Primeiramente devemos
eleger as casualidades referentes as fontes (ferdgsforco ou fluxo), e a seguir repassar
até onde possivel as casualidades resultantesteRapesto até que todas as fontes
tenham suas casualidades eleitas. ApGs isso, dada haja casualidades a serem
eleitas, deve-se escolher algum elemento armazekadbpo capacitor ou indutor, e
associar a este a casualidade integral. Assim sendeamente repassam-se as
casualidades resultantes com esta nova eleitae sefeste processo até ndo haver mais
nenhuma casualidade ndo atribuida. Este processbéta se fard mais claro no

exemplo que vird em tépico a seguir.

2.5. Obtencao das equacdes de estado

As equac0es de estado regentes do sistema modelado estéo diretamente
relacionadas com as casualidades selecionadas. Apos todas as casualidades
estarem selecionadas, é possivel saber quais sao os elementos armazenadores
gue regem o sistema, ou seja, 0s elementos com casualidades integrais
associadas. Assim sendo deve-se escrever, através das correlagdes entre os
elementos basicos que compbe o grafico, as equacbes de estado. Tais

equac0Oes iram ter a forma mostrada na figura 3.2.

10
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Figura 2.2 - Forma matricial das equacdes de estado de um sistema genérico.

Onde %, X, ..., % S&@o0 as variaveis de estado do sistema, e U (fques

exemplo) sdo as entradas que tal sistema podeesir a

2.6. Generalizac&do dos elementos basicos

a) Multibonds (multi unides) e transformadores e giradores multiportas

Multibonds sdo uma extensdo da idéia dos ja conhecidos graficos
representativos de um sistema dindmico (Bond Graph¥ que ao invés da idéia de
portas unitarias onde poténcia é trocada com outros elementos, tem-se vetores
de grafos de ligacdo que transmitem poténcia através de diversas portas. A
utiizacdo desta idéia pode ser compreendida em problemas de analise
complexa, como no caso de modelos dindmicos 3D, ou em problemas, até
mesmo 1D, na area da termodinamica, onde uma gama de efeitos deve ser
contabilizada para se ter um modelo realista. A representacdo de um elemento

Multibond pode ser verificada na figura 3.3

11
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Figura 2.3 - Exemplo de um Multibond.

Esta analogia pode ser implementada em todos os elementos basicos ja
discutidos. No caso de um Transformador Multibond, as caracteristicas basicas
ja estudadas permanecem inalteradas, porém elas serdo aplicadas a cada
particdo individual do Multibond. A antiga relacdo que existia antes em um
transformador, chamada de mddulo, relacionava os esforcos e os fluxos, pode
ser escrita em um Multibond através de uma relacdo matricial, como mostrado

na Eg. 6.

e(_|0 T |f
f,| [T 0]lle

Eq. 6

Cuja matriz T representa 0 modulo do transformadaltibond que possui a
mesma dimenséo do Multibond.

No caso do Girador Multibond, as relacbes sdo similares ao que
acontecem com o Transformador Multibond, onde a equacéo matricial que rege

tal elemento € mostrada na Eq. 7.

12



e|_|0 G| f
f,] |G 0lle

Eq. 7

Da mesma forma que a matriz G representa 0 modulo do Girador

Multibond, que possui a mesma dimensao do multibond.
b) Campos C

Como citado nos elementos basicos, um Capacitoneemo um Indutor eram
elementos que armazenavam energia, e a liberavampsmias. Esta relacdo € valida
também para os Campos C e os Campos I.

Um Campo C, ao contrario de um elemento C comum, possui Varios
grafos por onde se transfere poténcia. A figura 3.4mostra um exemplo de tal

elemento.

6233 g,
A
L N C L
fH= ‘:71 q

n

Figura 2.4 - Exemplo de Campo C.

No que diz respeito as casualidades atribuidasaamp@ C, elas ndo necessitam

13



necessariamente serem iguais, podendo haver noaresnpo grafos com casualidade
integral e grafos com casualidade derivativa. Aokscde cada uma respeita 0 mesmo
processo ja previamente discutido.

¢) Campos |

Da mesma forma que os Campos C, os Campos | também funcionam
similarmente aos elementos béasicos ja citados |, armazenando e liberando
energia sem perdas. Porém os Campos | possuem mdltiplas portas ao contrario
dos elementos I. A figura 3.5mostra um exemplo de tal elemento.

As casualidades associadas a tais grafos nos Camposvamente nao
necessitam ser iguais, podendo ser integrais dvatigas.

. P3 /,
P2
€1 :1.71 p

[ n
Q h

S f

n

Figura 2.5 - Exemplo de Campo I.

d) Campos IC

Como visto até agora, alguns elementos necessitam para serem
descritos através da metodologia dos Grafos de Ligacdo ndo sO elementos
basicos como Capacitores ou Indutores, mas sim Campos C e Campos I.
Porém em alguns casos Campos com comportamento puramente capacitivo ou

puramente indutivo ndo iram ser suficientes para escrever o comportamento de

14



determinado elemento em um sistema dindmico. Assim sendo se tem a
necessidade do uso de um novo campo, que em algumas portas se comportara
como um Capacitor, e em outras como um Indutor. Tal campo serad chamado de

Campo IC. Um exemplo genérico desse campo estd mostrado na figura 3.6

f

Figura 2.6 - Exemplo de Campo IC.

Ly JC ==
1 Qn

As casualidades nos grafos dos Campos IC ndo areaiecessariamente ser
iguais, podendo assim ter em alguns grafos casuidiohtegral e em outros casualidade

derivativa.

e) Campos R

Os Campos R tém funcionamento similar aos elementos basicos R, ja
citados previamente, dissipando energia, porém como ocorre nos Campos C e
nos Campos |, estes possuem mdultiplas portas por onde se transfere poténcia.
Um exemplo desse campo pode ser visto na figura 3.7.
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Figura 2.7 - Exemplo de Campo R.

f) Estruturas de juncao

A Estrutura de Jungédo é um conjunto de restricesagopla diferentes partes
por todo o sistema dindmico. Como a poténcia nunalissipada ou gerada numa
estrutura de juncéo, o balanco da poténcia numatkst de Juncao resulta sempre em

Zero.

f) Estruturas de juncao

A Estrutura de Jungédo é um conjunto de restricesagopla diferentes partes
por todo o sistema dindmico. Como a poténcia nunalissipada ou gerada numa
estrutura de juncéo, o balanco da poténcia nunratist de Juncao resulta sempre em
zero.

Logo a Estrutura de Juncéo fornece relagdes estoeces e fluxos, de acordo

com as casualidades referidas no Grafo de Ligacao.
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3. MODELO DE TRAFEGO VEICULAR

3.1. Modelo de duas equacdes

Muitos modelos de uma equacdo foram desenvolvides o intuito de se
simular um trafego veicular. Como exemplo, poderitar 0 modelo de Lighthill &
Whitham and Richards [14], conhecido como LWR gtikza uma equacéao diferencial
para quantificar os fluxos massa e uma equacaaydiibeio para a velocidade, em
funcdo da massa. Porém este modelo apresenta aldjomtacdes, como por exemplo,
a impossibilidade de se simular um trafego comderae semaforatop-and-gd.

Um modelo bem sucedido neste sentido, que serZadtl neste trabalho foi o de
Jianget al. [15], que desenvolveu um modelo de carro seguidomo mostrado a

sequir:

0p 0
e = =0
ot Ox (,ov)

Eq. 8

ov 0V _V,—-V
—+vV—= +
ot 0OX T

G

Eq. 9

No qual o termo genérico foi escrito como:
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Eg. 10

3.2. Discretizac&o das variaveis independentes

As variaveis independentes, densidade e velocidfmlam discretizadas de
modo a se ter um modelo num nivel discreto, assimocno Método dos Elementos
Finitos [13], por um numero finito de elementosgné funcdes interpolantes, como

mostrado a seguir.

LR WAVNCEY
out) = 2w (0=’ @,

18



3.3. Bond Graph do modelo

.LS‘T‘. f

(r}

Iy
MIFE—\ 0 /=18,
oal|x
I F
S,—N 1 —/—AMTF—IC
v q
Iy

R

Figura 3.1 — Bond Graph representativo do modelo.

O bond graph e as equagfes subsequentes foranolptieviamente em um
trabalho em colaboracéo realizado pelo orientaoi@eJBalifio com &cole Centrale de
Lille (Franca).

Este modelo foi obtido a partir de duas equacgOdsreticiais: uma de
continuidade da massa (conservacdo da massa),re pata a velocidade, como

mostrado nas Egs. 8 e 9. Deste modo, tém-se duivaia independentes, uma € a
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densidade e a outra a velocidade, e por conseguéunas condicdo de contorno.

E valido notar que no grafo de ligacdo propost@regem alguns elementos
especiais. O primeiro deles é o transformador namfiyl representado por MTF, que
nada mais é que um elemento transformador, cono rdedmodulacdo variavel. O
segundo seria 0 campo indutivo capacitivo, reptases por IC, que é um elemento
multiportas, em que uma das portas funciona comelemento indutivo, e a outra um

elemento capacitivo. Os element8s e S, tratam-se respectivamente de fontes de

esforco e fluxo.
O primeiro transformador modulado que aparece adgyde ligagdo da figura
4.2, representa um termo de acoplamento entre ta pler velocidade e a porta de

densidade. A figura abaixo apresenta este termar sep.

Figura 3.2 — Termo de acoplamento entre a velocidade e a densidade.

O segundo transformador relaciona a velocidade eloulo com o momento

veicular. Podemos observar este termo separadooabai
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Figura 3.3 — Termo que relaciona a velocidade do veiculo com seu momento.

3.4. Equacgdes de estado

Como realizado no método de Petrov-Galerkin [13]termos da equacdo de
conservacao de massa sao multiplicados pela fudedpesoW, e integrada no

dominio, obtendo:

K On=wWg +W, +W,
Eqg. 13

No qual, os termos mostrados na equacao acimanpseleescritos como:

W = =|(w,ov), - (w, ko),

Eq. 14

W, =W, [

Eq. 15
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_ Q 9x
Eqg. 16
Wi =Wy 1o
Eq. 17
—_ 2
Wk - QWpl()‘/ _dX
0X
Eqg. 18
Podemos também escrever a equacao de balanco si& coaso:
o () + L+ 1
m=mg "+ Mg + My
Eqg. 19

Como realizado no método de Petrov-Galerkin [13]termos da equagdo de

conservacdo do momento sdo multiplicados pela funigitested,, e integrada no

dominio, obtendo:

Eqg. 20

No qual, os termos mostrados na equacao acimagpseleescritos como:
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Eq. 21

Fr=],p—8,dx

Eq. 22
Fs = Fg+Fglv

Eqg. 23

V

Es= o P —=+G dex

Eq. 24
F =F v

Eqg. 25

_ ov

EK - Q,U\/&dex

Eqg. 26

Nas equacles acima, representa o potencial energia cinética por umidiel

veiculos, dado pela Eq. 27,€ o tempo reativo\/e(,o) € a velocidade de equilibrio dado

pela Eq. 28, dependente ge e G é um termo de fonte.
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Eq. 27

Ve _ Vmax 1-
Prax

Eqg. 28
Pode-se mostrar também a relacao entre a massansidade como:
m=Q [p
- :p -

Eqg. 29
No qual a matriz quadracgp € a matriz de volume dada por:
(Q)kn =Q ,d(ékn

Eqg. 30
No qual,
Q. = dx

K IQ ka
Eqg. 31

As matrizesK e M sao respectivamente as matrizes de energia @nétae

inércia, e elas podem ser escritas como:
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Eq. 32

Eqg. 33



4. DISCRETIZACAO

4.1. Funcdes interpolantes e de peso

As fungdes interpolantes utilizadas foram funcdasakes, e também foram

introduzidas funcdes de pesrmpﬁ(x,t) de modo a satisfazer as trocas de poténcia no

sistema através das condi¢cdes de contorno, comipétanponderar a importancia de
diferentes termos de poténcia em nés vizinhos.

A figura 4.4 mostra as funcdes de peso e form#&adihs em ndés internos, a
figura 6.5 mostra as funcbes de peso e forma atidig no primeiro n6 e a figura 4.6
mostra as fungdes de peso e forma utilizadas maiito.

A principio foram utilizadas fun¢6es de forma cangts, mas como o problema
estudado apresenta gradientes grandes de deng®daedecidade, para se conseguir
chegar a convergéncia do programa, as funcfeséméaram escolhidas.

Py =Py =Wy,
i i

! [ +1

V}_{

Figura 4.1 - Funcdes de peso e forma em nés internos.
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Figura 4.2 - Funcdes de peso e forma no primeiro no.

ggpn — gp'v" n — H’Jpn

n X

&%%

h

v

Figura 4.3 - Funcdes de peso e forma no ultimo no.
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4.2. Linearizac&o das equac0Oes de estado

O processo de integracdo numérico descrito acimeakzado para as duas
equacOes de estado obtidas, a da conservacdo da (da@smsidade) e a do momento
(velocidade).

Para isso, as equacdes de estado Eq. 8 e Eq.m feaaranjadas de modo a se
ter um sistema linear, no qual as variaveis indépetes sao calculadas no tempo
posterior, e termos ndao-lineares sdo linearizadgmrelo estes dependentes das
variaveis no tempo atual.

As equacdes lineares obtidas através desse pro@sd8o0 mostradas nas

equacgoes Eqg. 21 e Eq. 22.

K@ _Km

o : i
- _WB _WK @t At —_—

at e WP =g

Eqg. 34

Eqg. 35

()

Na equacéo 49, o termW,’ ira aparecer do lado esquerdo ou do lado direito

dependendo da condicdo de contorno imposta. Caaoimsposta a densidade como
condicdo de contorno, este termo ir4 aparecer do dhreito, pois a densidade sera
conhecida. Caso a velocidade seja imposta, o tapacecera no lado esquerdo, pois a

densidade deve ser calculada.
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4.3. Método de integracdo numeérica

O método utilizado para integrar numericamente gsagdes diferenciais
obtidas, e por consequéncia iterar o sistema npdefai o método preditor-corretor. O
método preditor-corretor € um método de integrap@mérica em que sdo efetuadas
algumas iteracdes para obter o valor fds At) com alguma precisdo desejada,
resultando finalmente um esquema implicito.

Este método consiste em obter uma aproximacdo tpradi que como
comentado, utiliza o fundamento do método de E@ensecutivamente calcula-se o

termo preditor que é pensado de acordo com o teodenvalor médio, e usa um fator

de relaxamento,z , Sempre entre zero e um.

Assumindo a equacéo diferencial a seguir:

df
huligp
- o(f)

Eqg. 36

O termo geral, do termo corretor pode ser escatoacmostrado a seguir:
| — -1
£l = £ (t)+off. "]

Eq. 37

E o termo corrigido pode ser escrito como:

fl= £z gf! - 7]
Eqg. 38

Os valores iniciais para os termos preditor e ¢torr@odem ser escritos como:
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Eqg. 39

Eqg. 40

O processo acima descrito irA ocorrer até que téricride convergéncia seja

alcancado. O critério de convergéncia utilizadogpeer observado a seguir:

fFI)+I _ .I:I

c

<
.I: [+1 £
p
Eq. 41
Caso frl,ﬂseja zero, utiliza-se o seguinte critério:
[+1 I
- <e
Eq. 42

O método acima descrito funciona muito bem parardos tipos de problemas,
porém como O problema de trafego veicular analisagoesenta gradientes de
densidade, assim como de velocidade muito altos, aglaba ndo alcancando a
convergéncia.

Com o intuito de alcancar tal convergéncia, foradtizida no programa uma
viscosidade artificial numérica, como realizado Beskos [16]. Tal processo, chamado
de suavizagdostnoothing minimiza as variacbes numeéricas ocorridas peltss a
gradientes e auxilia na convergéncia do métodatprecbrretor.

Temos que:
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ﬂ:1+ey
Eqg. 43
P Y
Xmax
Eq. 44

No qual i varia de 2, até o numero de ndés utilizguira o sistema menos 1 (n-1).
Deste modo, com as Eqgs. 43 e 44 podem-se calcsilaarédveis suavizadas

como:

de=p + 4, 5o -24 + )

2
Eq. 45
o | G]i | o) g
Vis=Vi T4, zﬁka 2W'+Wﬂ)
Eqg. 46
Desta forma, o algoritmo utilizado na Eq. 36, p@san0s internos fica:
| — ¢1-1 I 3 e |
fc - fp,s +Z[ﬁfp,s fp,S]
Eq. 47
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E para os nos externos fica:

£l = £t 2 gf! - 7]

Eqg. 48

E também temos que as convergéncias serdo medida®p nds internos como

mostrado abaixo:

fl+1_ fI
P.S p.S
f|+1 <€

p,s
Eqg. 49
Caso f;;lseja menor queg , Utiliza-se o seguinte critério:
-t ]<e
Eg. 50

E para os nOs externos, a convergéncia sera medidaesma forma como
mostrado nas equacodes 39 e 40.

Vale notar que os nos internos e 0s nos externosafdratados de maneiras
diferentes pelo fato de que o método de viscosidaderica s6 é aplicado para os nés
internos. Assim sendo a integragdo numérica e ksarda convergéncia para 0S nos
externos deve ser feita diferentemente do queté f@s nos internos, utilizando o

método preditor-corretor padrao.
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5. SIMULACAO

5.1. Parametros do problema

Com o intuito de se simular numericamente o mogedposto, inicialmente foi
desenvolvido um programa em linguagem C, que tiobio objetivo calcular as
variaveis do problema, e interar no tempo um modelaim trafego unidimensional.
Diante das complexas atividades encontradas egaetm computacional, foi optada
posteriormente a programacado numérica do probleitatiab 2008b.

Os parametros utilizados para este programa foram:

Variavel Valor
NUmero de noés (n) 101
P 0,2 veh/m
Vo 30 m/s
Comprimento do trecho (L) 20000 m
T 10s

c 11 m/s

dt 1,333s

Tabela 1 — Parametros utilizados no programa.

5.2. Degrau de carros simples

A primeira simulacao foi realizada utilizando-senccondic¢é&o inicial um degrau
de carros simples (um Unico degrau na via) comidade de 0,15 carros por metro e
para a velocidade foi imposta a velocidade de #xjigilpara as respectivas densidades,

como mostrado a seguir:
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Densidade
T T T T T T T T T T

0.18 .

0.16

012 -

0.1

0.08 - -

0.06 5

0.04 - A

0.0z

Figura 5.1 - Condicé&o inicial da densidade para degrau unitario.

Yelocidade

25+ .

20+ -

1
10 20 30 40 &0 &0 70 =1 20 100

Figura 5.2 - Condigéo inicial da velocidade para degrau unitario.
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Como condicbes de contorno foram impostas que faart® o primeiro né como
para o ultimo né, as velocidades nestes dois podéveriam ser a velocidade de
equilibrio para a respectiva densidade, ou seja,foidicolocada nenhuma restricdo a
passagem de carros nestes dois pontos, resultaedosccarros podiam sair livremente,
e 0s carros que estariam entrando (nenhum) cont@nuantrando. Pela 6ptica de um
escoamento compressivel, trata-se de um simplétepra de propagacao de onda.

Este problema inicial foi simulado por 1266 segundesta simulacdo mostrou
claramente a formacdo de uma frente de onda at@ushn degrau de carros, e 0
retardamento da propagacéo dos carros a montawiegdau de carros. As interagdes no
tempo, tanto para a densidade como para a velaigadem ser observadas nas figuras

abaixo:

Densidade
T T T T T T T T T T

0.2

0.18 .

0.14 - =

g.12

0.08 - -

0.06

0.04

0.02 - -

Figura 5.3 — Iteracdo no tempo da densidade para t=133s.
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Densidade
T T T T T T T T T T

0.18 .

0.16

012

0.1

0.08 -

0.06

0.04 -

0.0z

Figura 5.4 - Iteracdo no tempo da densidade para t=400s.

Densidade
T T T T T T T T T T

;2

0.18 - -

0.16 - -

0.14

g12r -

0.1 -

0.05 5

0.06

0.04 - A

0.02 - -

Figura 5.5 - Iteracdo no tempo da densidade para t=666s.
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Densidade
02 T T T T T T T T T T

014+ =

0DA1r .

D.o0sr-

0.05-

0.04 -

002 -

Figura 5.6 - Iteracdo no tempo da densidade para t=933s.

Densidade
T T T T T T T T T T

;2

0.18 - -

0.16 - -

0.14

g12r -

0.1 -

0.05 5

0.06

0.04 - &

0.02 - -

Figura 5.7 - lteracdo no tempo da densidade para t=1199s.
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Densidade
T T T T T T T T T T

0.18 .

0.16

012 -

0.1

0.08 - -

0.06 5

0.04 - A

0.0z

Figura 5.8 - Iteracdo no tempo da densidade para t=1266s.

Para se ter uma visao mais geral da propagacéocadas, pode-se observar na

figura abaixo todas as iteracbes mostradas acimanedmico grafico:
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Densidade
T T T T T T T T T T

0.2

0.18

0.16

0.14

0.12

0.1

0.0s

0.06

0.04

0.02

Figura 5.9 - Iteracdo no tempo da densidade.

Para a velocidade o comportamento € similar, deonogo@ a iteracdo no tempo
da velocidade, para os mesmos tempos sinalizaddensdade se da como mostrado

abaixo:
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Figura 5.10 - Iteracdo no tempo da velocidade.

E possivel observar que o tempo necessario paraeo@dissipacdo total dos
carros na via analisada € de aproximadamente 1&fifhdos, o que nos fornece uma

velocidade média da onda de aproximadamente:

16000M
126¢€s

V2 =1263m/s=4549%m/ h

Eq. 51

Pode-se comparar este resultado obtido com algurdelos propostos na

literatura. Como exemplo, temos o0 modelo LWR, naakirabaixo:
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x
e

x=0
Figura 5.11 — Evolucéo temporal de um trafego de acordo com o modelo LWR.

Este modelo apresenta a evolucdo temporal da deleside uma forma
satisfatOria, porém, sua principal limitacdo é athbr com a densidade e a velocidade
acopladas. Fazendo isso, ndo é possivel trabathasiwiacfes de desequilibrio e
também ficam limitadas as opcdes de estudo padadfatse ter apenas uma condicao de
equilibrio.

Outro modelo também estudado na literatura € o looaeisotropico, como

mostrado a seguir:

(151

x=0

Figura 5.12 — Evolucéo temporal de um trafego de acordo com o modelo
anisotropico.

Este modelo proposto possui um grande problema,geiconsidera que carros
com diferentes velocidades a fremte, tendem a senmeatar por igual. Obviamente
isso ndo € verdade, e uma mostra empirica diseaabertura de um farol: os carros
da frente comegam a se movimentar, porém sO segulegfis 0s de tras comecam a
ganhar velocidade.
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5.3. Rampa de carros

A segunda simulacéo foi realizada utilizando-se condi¢ao inicial uma rampa
de carros simples, iniciando no n6 20 com densi@aglerescendo até o né 40 atingindo
uma densidade de 0,20 carros por metro (maximaid#eles possivel) e para a
velocidade foi imposta a velocidade de equilib@oapas respectivas densidades, como

mostrado a sequir:

Densidads

0.08 - -

0.06 - e

0.04 - .

0.02 - -

Figura 5.13 - Condic¢é&o inicial da densidade para rampa.

E para a velocidade:
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WYelooidade

Figura 5.14 - Condic¢éao inicial da velocidade para rampa.

Como condi¢bes de contorno foram impostas que {@ar® o primeiro n6 como
para o ultimo né, as velocidades nestes dois podéveriam ser a velocidade de
equilibrio para a respectiva densidade, ou seja,foidicolocada nenhuma restricdo a
passagem de carros nestes dois pontos, resultaedosccarros podiam sair livremente,
e 0s carros que entravam (nenhum) continuariarareshar

Novamente este problema foi simulado por 1266 stmginCom esta condicéo
inicial foi possivel verificar dois fendmenos digtis acontecendo simultaneamente, o
primeiro, também observado na primeira simulacda,pgopagacdo de uma frente de
onda, a jusante da rampa de carros. O segundomrnadado de uma frente de onda a
montante da rampa de carros, que acontece pelaéagxistir um trecho de veiculos
com velocidade superior a velocidade encontradaecbo posterior ao fluxo de carros.

A iteracdo no tempo da variavel densidade podeobservada nas figuras a

sequir:
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Densidade
T T T T T T T T T T

0.18 .

0.16

012 -

0.1

0.08 - -

0.06 5

0.04 - A

0.0z

Figura 5.15 - Iteracdo no tempo da densidade para t=133s.

Densidade
T T T T T T T T T T

;2

0.18 - -

0.16 - -

0.14

g12r

0.1

0.05

0.06

0.04 -

0.02 -

Figura 5.16 - Iteracdo no tempo da densidade para t=400s.
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Densidade

012+ =

01 .

0.0s-

0.08+

0.04 -

0.02 -

Figura 5.17 - Iteracdo no tempo da densidade para t=666s.

Densidade
T T T T T T T T T T
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0.18 - -

0.16 - -

0.14

g12r -

0.1 -

0.05 H

0.06

0.04 - A

0.02 - -

Figura 5.18 - Iteracdo no tempo da densidade para t=933s.
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Densidade
T T T T T T T T T T
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Figura 5.19 - Iteracdo no tempo da densidade para t=1199s.

Densidade
T T T T T T T T T T

;2

0.18 - -

0.16 - -

0.14

g12r -
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0.06

0.04 - A

0.02 - -

Figura 5.20 - Iteracdo no tempo da densidade para t=1266s.
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Para se ter uma visao mais geral da propagacéocadas, pode-se observar na

figura abaixo todas as iteracbes mostradas acimaedmico grafico:

Densidade

0.2

0.18

0.16

0.14

012

0.1

0.0z

0.06

0.04

0.02

Figura 5.21 - Iteracdo no tempo da densidade.

Para a velocidade o comportamento € similar, deonogo@ a iteracdo no tempo
da velocidade, para os mesmos tempos sinalizaddemsdade se d4 como mostrado
abaixo:
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Figura 5.22 - Iteracdo no tempo da velocidade.

Na figura 4.27 fica evidente a formacdo da freeodda a montante da rampa
de carros.
Novamente o fluxo de carros se dissipa quase tetdbrem 1266 segundos, de

modo que a velocidade média de propagacdo da amolzaénente dada por:

16000m
126¢€s

VvV =1263m/s=4549%m/ h

Eq. 52
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5.4. Problemas Stop-and-go

O problema destop-and-goconsiste em para uma condi¢do inicial de carros
permitir o movimento livremente dos mesmos, e a@Eto tempo bloquear em certo
trecho 0 movimento abruptamente.

Para este trabalho de formatura, foram considerddas condi¢fes iniciais
distintas: ambas com densidades constantes emtosetm (degrau unitario), porém a
primeira com valor de densidade de 0,15 veiculosnpeiro e a outra com o valor de
densidade de 0,20 veiculos por metro. Para a deldei novamente foi considerado a
velocidade de equilibrio para a densidade impost@aimente.

Assim sendo, foram consideradas como condicOe®k®rao para o primeiro
ndé como sendo a velocidade de equilibrio para peotva densidade, e para o ultimo
no foi imposta uma velocidade nula. Deste modo sriduicdo de carros inicial
propagaria seu movimento até chegar ao final @hérequando seria forcada a parar.

As simulagfes para estes dois casos podem selizéglas nas figuras abaixo:

Densidade

n2r A

0.15

0.16

0.14 r -

012 e

01 -

0.08 - -

0.08 - e

0.04 - A

002 A

Figura 5.23 — Condicao inicial para a densidade de 0,15 veh/m, para o problema
de stop-and-go.
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Figura 5.24 - Condigéo inicial para a velocidade (rho = 0,15 veh/m).

Densidade
T T T T T T T T T T

018 - A

016 - -

0.14

012+

01r

0.08 -

0.06 -

0.04 -

0.02 -

Figura 5.25 — Iteracédo no tempo da densidade para t=133s.
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Densidade
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Figura 5.26 - Iteracdo no tempo da densidade para t=400s.
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Figura 5.27 - Iteracdo no tempo da densidade para t=666s.
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Para o caso da densidade de 0,20 veiculos por,itetios os seguintes graficos:

Densidade
T T T T T T T T T T

02r .

0.1a

0.16 - .

0.14 - s

0.12

0.1r &

0.08 - .

0.06 - e

0.04 - .

0.0z - A

Figura 5.28 - Condic¢éo inicial para a densidade de 0,15 veh/m, para o problema
de stop-and-go.
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Figura 5.29 - Condic¢é&o inicial para a velocidade (rho = 0,15 veh/m).
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Figura 5.30 - Iteracdo no tempo da densidade para t=133s.
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Figura 5.31 - Iteracdo no tempo da densidade para t=400s.
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Figura 5.32 - Iteracdo no tempo da densidade para t=666s.
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A primeira consideracao a ser feita a respeitodids ensaios acima, € que pelo
principio da conservagdo da massa (neste caso atoss); no instante final da
simulagéo o degrau resultante deveria apresemt@sana area que o degrau inicial, para
os dois casos. Ainda deveriamos notar que o defgaarros deveria ser 0 mesmo no
instante final, porém isso ndo ocorre pelo fatoqde a introducdo da viscosidade
numérica acaba por “arredondar” as arestas maigLawas.

Para o primeiro caso apresentado, a area ini¢alécequivalente a:

A..., = Basd Altura=30L0D15=45

Eqg. 53

Para o caso final, podemos aproximar a area tatkl petangulo vermelho

mostrado na figura abaixo:

Densidade
T T T T T T T T T T

0:2

018 - .

0.16 g

0.14

012 .

0.0z - .

0.06 - 7

0.04 - .

0.02 - .

Figura 5.33 — Aproximacéao da area final para o problema de stop-and-go, para
densidade de 0,15 veh/m.
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A, . = BasdAltura=22[D20= 44

Para o segundo caso, podemos fazer 0 mesmo processo

A..., = Basd Altura=30020= 6,0

E para o caso final:

Densidade

0:2r

018 - .

016+ s

014 - &

012 -

01r e

0.05 - -

0.06 - e

0.04 - 8

0.0z - .

Eq. 54

Eqg. 55

Figura 5.34 - Aproximacao da area final para o problema de stop-and-go, para

densidade de 0,20 veh/m.

Que resulta numa éarea de:
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A,., = BaseAltura = 28[D20= 56

Eqg. 56

Em ambos os casos € possivel verificar que arealiré a area final ndo se
conservam. Em outras palavras, podemos dizer quentgua simulacao ocorre uma
“dissipacéo de carros”.

Este fato ocorre principalmente por causa da intgéd da viscosidade numeérica,
para a resolucdo numeérica do problema, poréméséodiscutido mais detalhadamente a
sequir.

Problemas detop-and-gopodem ser mais bem entendidos no dia a dia como
vias que possuem semaforos. Periodicamente os mmesaw abertos e fechados,
fazendo com que os carros possam fluir normalmanfgarar.

Assim sendo, o estudo deste tipo de problema éesoprdivel para um correto

entendimento da dindmica de um trafego veicular.

5.5. Problemas com a viscosidade numérica

Com o intuito de se alcancar a convergéncia demsst foi introduzida no
programa uma viscosidade numérica.

Tal “artificio numérico” foi utilizado por causa daatureza instavel do sistema e
por causa dos altos gradientes da densidade elacidagle que se observaram nos
exemplos simulados. Porém, em contra partida, téficeo numeérico acabou
apresentando o fendémeno de difusividade numériczada iteragdo o programa acaba
por dissipar carros, de modo que a conservacaardesmao é respeitada.

Tal fenbmeno pode ser mais bem visualizado nadigbgixo:
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Densidade

0.2
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0.16

0.14

012
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0.06

0.04

0.02

Figura 5.35 — Propagacéao da densidade, para o caso das condi¢des de
contorno travadas.
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“Yelocidade

30 x
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Figura 5.36 - Propagacéo da velocidade, para o caso das condi¢cfes de
contorno travadas.

As condi¢cbes de contorno impostas para este caam feelocidades nulas nos
dois extremos, ou seja, ndo deveria entrar nemngainum carro. Entretanto pode-se
observar uma propagacao gradual da frente de tsstaé explicado pelo fato de que o
método da viscosidade numérica acaba por suavizgraalientes altos da velocidade e
da densidade, fazendo assim com que ocorra umpatids dos carros.

Para o caso acima exposto, o que deveria ocorigueétodas as linhas se
concentrassem em cima da linha inicial azul, pademsidade de carros ja € maxima e

nao é permitida a passagem de carros no ultimo no.
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6. CONCLUSOES

Em relacéo aos resultados obtidos, pode-se complaio objetivo deste trabalho
de graduacdo alcancou o0s objetivos propostos, gmissentou resultados de uma
simulacdo de um trafego veicular coerentes comserebdo em outros trabalhos e com
constatacdes empiricas de um trafego veicular real.

Sobre a simulagdo de um trafego em uma via, tendw condicdo inicial um
degrau de carros, pode-se observar a propagacfienta de onda a jusante do degrau
de carros, e certa manutencao da frente de ondmt&nte do degrau de carros. Isso se
deve ao fato de que a informacédo de auséncia descarfrente, chega primeiramente
aos primeiros carros da fila, e esta informacaoseapropagando passo a passo aos
carros de trads, com certo atraso. Deste modo, amicsar a simulacdo, para 0s carros
mais atras do degrau, a informagéo presente ésgegia de carros a frente, de modo
gue o movimento tarda a se propagar. Com o paassinailacdo, alguns carros passam
a sair da via, de modo que a frente de onda, &é eom um formato de rampa, comeca
a ficar horizontal, pelo fato de o escoamento finais homogéneo.

A respeito da segunda simulacdo, além dos aspgctusservados na primeira
simulagéo, pode-se verificar a formagcdo de umadrda onda a montante da rampa de
carros. Como os carros mais atras possuem umaidesdec maior que a velocidade
encontrada a frente, estes tendem a frear, fazsmdajue a densidade ao se aproximar
do grupo de carros tenda a densidade maxima adwglissi

Em relacéo aos problemas step-and-gofoi possivel se verificar inicialmente a
propagacao da frente de onda, e em seguida obssevauconcentracdo de carros ao
final da via. De um modo geral, os resultados pestas simulacdes foram bem
satisfatérios, pecando apenas no que tange a méergacdo dos carros e ao formato
“arredondado” do degrau unitario de carros. Aolfia simulacdo, as dissipacdes de
carros observadas foram, respectivamente, 2,2%#. 6,

Um proximo passo para o estudo do problema de éfagm veicular seria a

obtencdo de uma nova metodologia para a iteragdporal do sistema, de modo que
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ndo se empregasse a viscosidade numérica para almenvergéncia do programa,
eliminando assim o problema de dissipacao de gagras formas “arredondadas”. Para
isto, deveria ser introduzido um método de estadgifio através das funcdes de peso.
Estudos de um trafego veicular estdo cada vez pnesentes, e isso hdo ocorre
simplesmente pelo carater académico, mas sim m@etamtla das grandes cidades. O
espaco fisico para locomocédo de veiculos é fixanddo que para se otimizar o fluxo
de carros e diminuir as longas esperas no traggitge a necessidade de se controlar os

trafegos nas vias.
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8. ANEXOS

A) Programa em Matlab

function  traffic_model 03 11 correto CC_des 1
warning off all

%format short

%initialisation

% L- the length of the road; T- total time of simul
% c,tau -parameters; left, right - between these tw
different

% density

%

L[m],romax[veh/m],vmax[m/s],n[number of
elements],T[s],c[m/s],tau[s],epsi, fi
[h,romax,vmax,n,T,c tau,epsi,fi,rhot,vt]=initialisa
30, 101, 1270, 11, 10, O.

%other elements
rho=zeros(n,1);
v=zeros(n,l);

rhonew=zeros(n,1);

vnew=zeros(n,1);

ro_n=zeros(n,l);
v_n=zeros(n,1);

t=0; % starting time

clc;

Afisare_(rhot,vt); % drawing the initial conditions
rho_plot(:,1)=rhot;

v_plot(;,1)=vt;

cont=1,

pause();

dt=h/(5*vmax); % dt - time step

while (t+dt<=T) % main loop
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rho=rhot;
V=Vt

t=t+dt %#0k<NOPRT>
cont=cont+1;

errorflag=1;
step=0; %to see at which step of iteration we are

while (errorflag==1)
step=step+1;
if step>1

for i=2:n-1
rho(i)=ro_nn(i)+fi*(ro_n(i)-ro_nn(i)
v(i)=v_nn(i)+fi*(v_n(i)-v_nn(i));
end

rho(1)=rho(1)+fi*(rhonew(1)-rho(1));
rho(n)=rho(n)+fi*(rhonew(n)-rho(n));

v(1)=v(1)+fi*(vnew(1)-v(1));
v(n)=v(n)+fi*(vnew(n)-v(n));

end

%the matrices are calculated
Ar=Aro_(v,dt,h);
br=bro_(rhot,v,h,dt);
Avv=Av_(rho,v,dt,h,tau,c);
bvv=bv_(rho,vt,dt,h,tau);

%boundary condition
Ar(1,:)=0;
Ar(1,1)=1,;
br(1)=0;
Ar(n,:)=0;
Ar(n,n)=1;
br(n)=0.2;

%the correction of the matrices: we verify if we ha

with all elements equal

%to zero. If we find a line and the corresponding e

the right vector equal also with zero

%we put 1 on the diagonal of the matrix and the val

corresponding to the anterior step in the right vec
for i=1:n
poflag=0;
for j=1:n
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verify

if  (Ar(i,j)~=0)
poflag=1,;
end
end
if (poflag==0) && (br(i)==0)
Ar(i,i)=1;
br(i)=rhot(i);
end
end

for i=1:n
poflag=0;
for j=1:n
if  (Avv(i,j)~=0)
poflag=1;
end
end
if (poflag==0) && (bvv(i)==0)
Avv(i,i)=1;
bvv(i)=vt(i);
end
end

%find the solution of the system: Ax=b

P=zeros(n,n);
for ii=1:n
for jj=1:n
P(ii,ii)=P(ii,ii)+sqrt(Ar(ii,jj
end
end

G=P\Ar;
ty=P\br;

rhonew=Gl\ty; %the solution

P1=zeros(n,n);
for ii=1:n
for jj=1:n
PL(ii,ii)=P21(ii,ii)+sqrt(Avv(ii
end
end

G1=P1\Avy;
tyl=P1\bvyv;
vnew=G1\ty1; %the solution

% because the density and velocity must be only pos
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% if we have negative values and we put 0 there
errorflag=0;

for i=1:n

if rhonew(i)<0
rhonew(i)=0;

end

if vnew(i)<0
vnew(i)=0;

end
end

% the density must have a maximal value

for i=1:n

if rhonew(i)>romax
rhonew(i)=romax;

end
end

ro_nn=ro_n; %save the old smoothed variables
v_nn=v_n;

if step==1
ro_nn=rho;
v_nn=v;

end;

%artificial viscosity
for i=2:n-1
gamma_ro(i)=(rhonew(i+1)-rhonew(i-1))/r
gamma_v(i)=(vnew(i+1)-vnew(i-1))/vmax;
niu_ro(i)=1/(1+exp(-gamma_ro(i)));
niu_v(i)=1/(1+exp(-gamma_v(i)));
ro_n(i)=rhonew(i)+(1-niu_ro(i))*(0.5*(r
rhonew(i))+0.5*(rhonew(i-1)-rhonew(i)));
v_n(i)=vnew(i)+(1-niu_v(i))*(0.5*(vnew(
vnew(i))+0.5*(vnew(i-1)-vnew(i)));
end

%we verify if the vectors converge to solution for

for i=2:n-1
if ro_n(i)<=epsi
if abs(ro_n(i)-ro_nn(i))>=epsi
errorflag=1;
% x="inner1!!'

end
else
if abs((ro_n(i)-ro_nn(i))/ro_n(i))>=epsi
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%

%

%

%

%

%

%

%

errorflag=1;
x="inner2!!"

end
end
end
for i=2:n-1
if v_n(i)<=epsi
if abs(v_n(i)-v_nn(i))>=epsi
errorflag=1;
x="inner3!!'
end
else
if abs((v_n(i)-v_nn(i))/v_n(i))>=epsi
errorflag=1;
x='inner4!!'

end
end
end

%we verify if the vectors converge to solution for

if rhonew(1l)<=epsi % for the first node - density
if abs(rhonew(1)-rho(1))>=epsi
errorflag=1;

x='boundary1!"'

end
else

if abs((rhonew(1)-rho(1))/rhonew(1))>=epsi
errorflag=1;

x='boundary2!!'

end

end

if rhonew(n)<=epsi %for the last node - density
if abs(rhonew(n)-rho(n))>=epsi

errorflag=1;

x="boundary3!"

end
else

if abs((rhonew(n)-rho(n))/rhonew(n))>=epsi
errorflag=1;

x='boundary4!!"

end
end

rhonewn=rhonew(n)
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%
%

%

%

%

%

%
%
%

rhon=rho(n)
pause();

if vnew(1)==0 % for the first node - velocity
if abs(vnew(1)-v(1))>=epsi
errorflag=1;
x='boundary5!!"

end
else

if abs((vnew(1)-v(1))/vnew(1))>=epsi
errorflag=1;

x="boundary6!!"

end
end

if vnew(n)==0  %for the last node - velocity
if abs(vnew(n)-v(n))>=epsi
errorflag=1;
x='boundary7!!'

end
else

if abs((vnew(n)-v(n))/vnew(n))>=epsi
errorflag=1;

x='boundary8!"'

end
end

vnewn=vnew(n)
vn=v(n)
pause();

end %for while with errorflag

rhot=ro_n;

vt=v_n;
rhot(1)=rhonew(1);
vt(1)=vnew(1);
rhot(n)=rhonew(n);
vt(n)=vnew(n);

Afisare_(rhot,vt); %the values for the current step

rho_plot(:,cont)=rhot;
v_plot(:,cont)=vt;
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% when we want to see which are the values in a spe cific moment of

time
% we fix the value and we stop the execution of the loop
end % for while with dt
pause;
figure(2)
x=1:1:101;
plot(x,rho_plot(:,1),x,rho_plot(;,100),x,rho_plot(: ,300),x,rho_plot(:,5
00),x,rho_plot(:,700),x,rho_plot(:,900),x,rho_plot( :,950)); %#0k<COLND>

axis([1 n 00.22)) ;
title(  'Densidade’ );

figure(3)

x=1:1:101,;

plot(x,v_plot(:,1),x,v_plot(:,100),x,v_plot(:,300), x,v_plot(:,500),x,v_
plot(:,700),x,v_plot(:,900),x,v_plot(:,950)); %#0k<COLND>

axis([1 n 0 31));
title(  'Velocidade' );

figure(4)

x=1:1:101,;

plot(x,rho_plot(:,1)); %#0k<COLND>
axis([1 n 00.22)) ;

title(  'Densidade’ );

figure(5)

x=1:1:101;

plot(x,rho_plot(;,100)); %#0k<COLND>
axis([1 n 00.22)) ;

title(  'Densidade’ );

figure(6)

x=1:1:101;

plot(x,rho_plot(;,300)); %#0k<COLND>
axis([1 n 00.22)) ;

title(  'Densidade’ );

figure(7)

x=1:1:101;

plot(x,rho_plot(:,500)); %#0k<COLND>
axis([1 n 00.22)) ;

title(  'Densidade’ );

figure(8)

x=1:1:101,;

plot(x,rho_plot(;,700)); %#0k<COLND>
axis([1 n 00.22)]) ;

title(  'Densidade’ );
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figure(9)
x=1:1:101;

plot(x,rho_plot(:,900));

axis([1 n 00.22)) ;
title(  'Densidade’

figure(10)
x=1:1:101;

plot(x,rho_plot(;,950));

axis([1 n 00.22)) ;
title(  'Densidade’

figure(11)
x=1:1:101;
plot(x,v_plot(:,1));
axis([1n 0 31));
title(  'Velocidade'

figure(12)
x=1:1:101,;
plot(x,v_plot(:,100));
axis([1n 0 31));
title(  'Velocidade'

figure(13)
x=1:1:101;
plot(x,v_plot(:,300));
axis([1 n 0 31));
title(  'Velocidade'

figure(14)
x=1:1:101,;
plot(x,v_plot(:,500));
axis([1 n 0 31));
title(  'Velocidade'

figure(15)
x=1:1:101,;
plot(x,v_plot(:,700));
axis([1 n 0 31));
title(  'Velocidade'

figure(16)
x=1:1:101,;
plot(x,v_plot(:,900));
axis([1 n 0 31));
title(  'Velocidade'

figure(17)
x=1:1:101,;
plot(x,v_plot(:,950));
axis([1 n 0 31));

%7#0ok<COLND>

%#0k<COLND>

%7#ok<COLND>

%#0k<COLND>

%#0k<COLND>

%#0k<COLND>

%#0k<COLND>

%#0k<COLND>

%#0k<COLND>
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title(  'Velocidade' );

%

% here start the subroutines use in the main progra

%

%

% here we make the initialisation of the variables

%

function

[h_,romax_,vmax_,n_,T_,c_,tau_,epsi_,fi_,rhot_,vt ]

max,vmax,n,T,c,tau,epsi,fi)
%initialisation
h_=L/(n-1);
romax_=romax;
vmax_=vmax;

n_=n;
T_=T,
C_=c;
tau_=tau;
epsi_=epsi;
fi_=fi;

%initial conditions

rhot_=zeros(n,1);
vt_=zeros(n,1);

% m

% veh/m

% m/s

% number of elements
% s

% m/s

% s

%we put the same value for all the segments

rhot_(1:n)=0.0;
vt_(1:n)=30;

%we put a different value for the density and veloc

%segments
for i=50:80

rhot_(i)=0.15;
end

% for i=left:right

% rhot_(i)=0.2;
% end
for i=1:n

vt_(i,1)=vmax_*(1-rhot_(i)/romax );

end
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end

%
%here we have the drawing of the values
%

function  nothing=Afisare_(ro,v)
subplot(2,1,1),plot(ro, )
axis([1n00.2));

title( 'Density’  );
subplot(2,1,2),plot(v, )
axis([1 n 0 30.5)]) ;

title( ‘velocity' );

pause(0.01);

end

%
%the matrix Aro from the system: Aro*ronew=bro
%

function  matAro=Aro_(v_l,dt_I,h)

%matrix Aro
matAro=zeros(n,n);
matW=Wb_(v_I)+Wk_(v_I);
matAro=Kprim_(v_I,h)-matW*dt_|I;
end

%
%the vector bro from the system: Aro*ronew=bro
%

function  vecbro=bro_(ro_l,v_I,h,dt_I)
%vector bro

vecbro=zeros(n,1);

vecbro=Kprim_(v_l,h)*ro_I+Wg_(v_I)*dt_l;

end

%
%the matrix Av from the system: Av*vnew=bv
%

function  matAv=Av_(ro_l,v_I,dt _|,h,tau,c)
%matrix Av

matAv=zeros(n,n);

matAv=M_(ro_l,h)-(Fg_(ro_l,c)-Fr_(ro_I,h,ta

Fk_(ro_l,v_D)*dt_I;
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end

%

%the vector bv from the system: Av*vnew=bv

%

function  vecbv=bv_(ro_l,v_l,dt_I,h,tau)
%vector bv

vecbv=zeros(n,1);

vecbv=Fe_(ro_l,h,tau)*dt_[+M_(ro_I,h)*v_I;

end

%
%
%

function  vector=Wg_(v_I)

vector=zeros(n,1);
Wg=zeros(n,1);

%vector Wg
Wg(1)=(1.0/2.0)*(v_I(1)"3);
Wg(n)=-(1.0/2.0)*(v_I(n)"3);

%final equation formation
vector=Wg;
end

%
%
%

function  matl=Wb_(v_I)

matl=zeros(n,n);
Wb=zeros(n,n);

%matrix Wh
Whb(1,1)=(1.0/40.0)*(-4.0*(v_I(1)"3)-3.0*(v_

2.0*v_I(1)*(v_I(2)"2)-(v_I(2)"3));

Wh(1,2)=(1.0/40.0)*(-(v_I(1)*3)-2.0%(v_I(1)

3.0%v_I(1)*(v_1(2)"2)-4.0*(v_I(2)"3));

Wh(n,n-1)=(1.0/40.0)*(4.0*(v_I(n-1)"3)+3.0*

1D)A2)*v_I(n)+2.0*v_I(n-1)*(v_I(n)"2)+(v_I(n)"3));

Wh(n,n)=(1.0/40.0)*((v_I(n-1)*3)+2.0%(v_I(n

1)72)*v_I(n)+3.0*v_I(n-1)*(v_I(n)"2)+4.0*(v_I(n)"3)

for i=2:n-1
Wh(i,i-1)=(1.0/40.0)*(4.0*(v_I(i-1)"3)+

1)72)*v_I(i)+2.0*v_I(i-1)*(v_I(i)*2)+(v_I(i)*3));
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Wh(i,i)=(1.0/40.0)*((v_I(i-1)"3)+2.0*(v _@-
DA2)*v_I(i)+3.0*v_I(i-1)*(v_I(i)"2)-3.0*(v_I(i)"2) *v_I(i+1)-
2.0*v_I(i)*(v_I(i+21)"2)-(v_I(i+1)"3));

Wh(i,i+1)=(1.0/40.0)*(-(v_I(i)"3)-2.0*( v_I([i)"2)*v_I(i+1)-
3.0*v_I(i)*(v_I(i+1)"2)-4.0*(v_I(i+1)"3));

end

%final equation formation
matl=Wh;
end

%
%
%

function  mat2=Wk_(v_I)

mat2=zeros(n,n);
Wk=zeros(n,n);
%matrix Wk
Wk(1,1)=(1.0/60.0)*(v_I(2)-
v_1(1))*(12.0*(v_I(1)"2)+6.0*v_I(1)*v_I(2)+2.0*(v_lI (2)72));
Wk(1,2)=(1.0/60.0)*(v_I(2)-
v_1(1))*(3.0*(v_I(1)"2)+4.0*v_I(1)*v_I(2)+3.0*(v_I( 2)"2));
Wk(n,n-1)=(1.0/60.0)*(v_I(n)-v_I(n-1))*(3.0 *(v_I(n-
1)"2)+4.0*v_I(n-1)*v_I(n)+3.0*(v_I(n)"2));
Wk(n,n)=(1.0/60.0)*(v_I(n)-v_I(n-1))*(2.0*( v_I(n-
1)72)+6.0*v_I(n-1)*v_I(n)+12.0*(v_I(n)"2));
for i=2:n-1

WK(i,i-1)=(1.0/60.0)*(v_I(i)-v_I(i-1))* (3.0%(v_I(i-
1)72)+4.0*v_I(i-1)*v_I(i)+3.0*(v_I(i)"2));

WK(i,i)=(1.0/60.0)*(v_I(i)-v_I(i-1))*(2 O*(v_I(i-
1A2)+6.0*v_I(i-1)*v_I(i)+12.0*(v_I(i)*2))+(1.0/60. 0)*(v_I(i+1)-
v_I(i))*(12.0*(v_I(i))*2)+6.0*v_I(i)*v_I(i+1)+2.0*(v _I(i+21)12));

WKk(i,i+1)=(1.0/60.0)*(v_I(i+1)-
v_I(i))*(3.0*(v_I(i)*2)+4.0*v_I(i)*v_I(i+1)+3.0*(v_ I(i+1)72));

end

%final equation formation
mat2=WKk;
end

%
%
%

function  mat3=Kprim_(v_l,h)
mat3=zeros(n,n);

Kprim=zeros(n,n);
%matrix K
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Kprim(1,1)=(1/2.0)*h*(1.0/30.0)*(6.0%(v_I(1)*2)+3.0
2)"2));

Kprim(2,1)=(1/2.0)*h*(1.0/60.0)*(3.0*(v_I(1)"2)+4.0
v_1(2)*2));
Kprim(n-1,n)=(1/2.0)*h*(1.0/60.0)*(3.0*(v_I
D*v_I(n)+3.0*(v_I(n)"2));
Kprim(n,n)=(1/2.0)*h*(1.0/30.0)*((v_I(n-1)»
D*v_I(n)+6.0*(v_I(n)"2));

for i=2:n-1
Kprim(i-1,i)=h*(1.0/120.0)*(3.0*(v_
D*v_I(i)+3.0*(v_I(i)"2));
Kprim(i,i)=h*(1.0/60.0)*((v_I(i-1)»
1)*v_I(i)+12.0*(v_I(i)*2)+3.0*v_I(i)*v_I(i+1)+(v_I(

Kprim(i+1,i)=h*(1.0/120.0)*(3.0*(v_I(i)"2)+4.0*v_I(
(i+1)"2));
end
%final equation formation
mat3=Kprim;
end

function  matfr=Fr_(ro_l,h,tau)

matfr=zeros(n,n);
Fr=zeros(n,n);

%matrix Fr
Fr(1,1)=(h/(12.0*tau))*(3.0*ro_I(1)+ro_I(2)
Fr(1,2)=(h/(12.0*tau))*(ro_I(1)+ro_I(2));
Fr(n,n-1)=(h/(12.0*tau))*(ro_Il(n-1)+ro_I(n)
Fr(n,n)=(h/(12.0*tau))*(ro_I(n-1)+3.0*ro_I(

for i=2:n-1

Fr(i,i-1)=(h/(12.0*tau))*(ro_I(i-1)+ro_

Fr(i,i)=(h/(12.0*tau))*(ro_I(i-1)+6.0*r

Fr(i,i+1)=(h/(12.0*tau))*(ro_l(i)+ro_I(
end

%final equation formation
matfr=Fr;
end

%
%
%

function  matFg=Fg_(ro_l,c)
matFg=zeros(n,n);
Fg=zeros(n,n);

%matrix Fs
Fg(1,1)=-(1.0/6.0)*c*(2.0*ro_l(1)+ro_I(2));
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Fg(1,2)=(1.0/6.0)*c*(2.0*ro_I(1)+ro_I(2));
Fg(n,n-1)=-(1.0/6.0)*c*(ro_I(n-1)+2.0*ro_I(
Fg(n,n)=(1.0/6.0)*c*(ro_I(n-1)+2.0*ro_I(n))
for i=2:n-1
Fg(i,i-1)=-(1.0/6.0)*c*(ro_I(i-1)+2.0*r
Fg(i,)=-(1.0/6.0)*c*(ro_I(i+1)-ro_I(i-
Fg(i,i+1)=(1.0/6.0)*c*(2.0*ro_I(i)+ro_|
end
%final equation formation
matFg=Fg;
end

%
%
%

function  vecFe=Fe_(ro_l,h,tau)
vecFe=zeros(n,l);

Fe=zeros(n,l);
ve_l=zeros(n,1);

for i=1:n
ve_l(i))=vmax*(1.0-ro_I(i)/romax);
end

%vector Fsprim

Fe(1)=((h*vmax)/(12.0*tau*romax))*(romax*(4.0*ro_I(
3.0*(ro_I(1)"2)-2.0*ro_I(1)*ro_I(2)-(ro_I(2)"2));
Fe(n)=((h*vmax)/(12.0*tau*romax))*(romax*(2
1)+4.0*ro_I(n))-(ro_I(n-1)"2)-2.0*ro_l(n-1)*ro_I(n)
for i=2:n-1
Fe(i)=((h*vmax)/(12.0*tau*romax))*(roma
1)+8.0*ro_|I(i)+2.0*ro_I(i+1))-(ro_I(i-1)*2)-2.0*ro_
6.0*(ro_I(i)"2)-2.0*ro_l(i)*ro_I(i+1)-(ro_I(i+1)"2)
end
%final equation formation
vecFe=Fe;
end

%
%
%

function  matFk=Fk_(ro_Il,v_I)

matFk=zeros(n,n);
Fk=zeros(n,n);
%matrix Fk
Fk(1,1)=-
(1.0/22.0)*(v_I(1)*(3.0*ro_I(2)+ro_l(2))+v_I(2)*(ro
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FK(1,2)=(1.0/12.0)*(v_I(1)*(3.0*r0_I(1)+ro_I(2))+v_

);
Fk(n,n-1)=-(1.0/12.0)*(v_I(n-1)*(ro_I(n-
1)+ro_I(n))+v_I(n)*(ro_l(n-1)+3.0*ro_lI(n)));
Fk(n,n)=(1.0/12.0)*(v_I(n-1)*(ro_I(n-
1)+ro_I(n))+v_I(n)*(ro_l(n-1)+3.0*ro_lI(n)));
for i=2:n-1
Fk(i,i-1)=-(1.0/12.0)*(v_I(i-1)*(ro_I(i
1)+ro_I(i))+v_I(i)*(ro_I(i-1)+3.0*ro_l(i)));
Fk(i,i)=(1.0/12.0)*(v_I(i-1)*(ro_I(i-1)
v_I(i)*(ro_I(i+1)-ro_I(i-1))-v_I(i+1)*(ro_I(i)+ro_I

Fk(i,i+1)=(1.0/12.0)*(v_I(i)*(3.0*ro_I(i)+ro_I(i+1)
ro_I(i+1)));
end
%final equation formation
matFk=Fk;
end

%
%
%

function  matM=M_(ro_I,h)

matM=zeros(n,n);
M=zeros(n,n);

%matrix M
M(1,1)=(1.0/22.0)*h*(3.0*ro_I(1)+ro_I(2));
M(2,1)=(1.0/22.0)*h*(ro_l(1)+ro_I(2));
M(n-1,n)=(1.0/12.0)*h*(ro_I(n-1)+ro_I(n));
M(n,n)=(1.0/12.0)*h*(ro_I(n-1)+3.0*ro_I(n))

for i=2:n-1

M(i-1,i)=(h/12.0)*(ro_I(i-1)+ro_I(i));

M(i,i)=(h/12.0)*(ro_I(i-1)+6.0*ro_lI(i)+

M(i+1,i)=(h/12.0)*(ro_I(i)+ro_I(i+1));
end

%final equation formation
matM=M;
end

end
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