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Resumo

Funcgbes do tipof(x)~Y=_,a,e*™ se manifestam frequentemente nas andlises da
propagacdo de ondas no mar e nas vibracbes em pigaas e cascas. Em particular, tais
funcbes, denominadas quase-periodicas, aparecdiusca de fontes de ruidos em grandes
estruturas. Assim a determinacdo dos paramgfrosm geral relacionados com propriedades
fisicas ou geométricas, como a localizacdo de wnteftorna-se muito importante para a

execucao de um projeto de Engenharia.

O problema é que a recuperacao desses paramgiapsralo fendémeno fisico observado
€ geralmente um problema dito “mal formulado”, eotglo que uma pequena perturbacao
experimental provoca um grande erro na estimaca@a@metros, a ponto da informacao ser
por muitas vezes inutilizavel. Neste trabalho denetura, objetivamos o desenvolvimento de
um método estruturado na resolucdo de um sisternalindar de Vandermonde para

determinacado desses parametros.

Palavras-chaveFunc¢fes Quase-Periddicas, Andlise de FourieerSag ndo lineares, Matriz de

Vandermonde



Abstract

Almost periodic functions are frequently presenttlire analysis of sea-waves and of
vibrations in beams, plates and shells. In pamicwuch functions appear in the search for
sources of noise in large structures. The parametgr Fourier exponent, are usually

connected with geometric and physical propertiegha location of the source for examples.

The problem is that the recovery of these parameteam the observed physical
phenomenon is usually an ill-posed problem, in #ense that a small experimental
perturbation might cause a large error in the esion of parameters. In this paper we present
a methodology structured in the Vandermonde matrth the aim to determine these

parameters.

Keywords:Almost Periodic Function, Non-Linear System, Fougralysis, Vandermonde matrix
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1. Introducéao

Este relatério visa apresentar os estudos que fdesenvolvidos no projeto de
conclusao de curso de tema: “Ildentificacdo dos exigs de Fourier de fungbes

quase-periddicas”.

Na primeira parte do texto serd apresentado umebresumo da teoria das
fungBes quase-periddicas desenvolvida por Haraldr,B@lém de algumas
ferramentas e propriedades que serdo essencidiscoorer do projeto. Em seguida
sera abordado o problema central deste trabalhocal®clusdo de curso,
conjuntamente com algumas propriedades dos ex@oaitde Fourier, além de
algumas metodologias para obtencdo destes par&nefmalmente serao
apresentadas possiveis aplicagbes para este peajgpooblemas fisicos reais, como

a vibracdes de corpos e a concepcéo de navios.



2. Funcdes Quase-Periodicas

Nos parédgrafos abaixo definremos uma fungdo gpesédica, e
apresentaremos suas propriedades. Entretanto a®esdentrar nesta teoria
indicamos fortemente que o leitor leia os apéndicEsncdes periddicas?2:Séries
de Fourier de fungdes periédicas, onde algumagipdgues e conceitos das funcdes

periddicas e das séries de Fourier sdo apresentados
2.1 Quase Periodicidade (Translation Numbers)

Dada uma fungéo arbitréarig(x) = u(x) + iv(x) f:J - X continua, o nimero
real T ou t(e) é chamado periodo de translacdo correspondeatesa a seguinte

expressao € respeitada em todo intervalo:

(1) supxejlf(x+) - fx)| <e

Para uma melhor compreenséo deste conceito varhgfae® comportamento

da funcaof (x) = e¥1* + e¥2% para diferentes valores gg e,:

Exemplo 1:

. . . . 1
« Se1, /i, for racional, existerm, e n, naturais tais qué;— =%.
1 2
L2 2
= = Zjnz, tal que:

2

Tomemosr igual

If(x+17)— f(x)| = |ei1p1(x+r) + it (x+1) _ pith1x _ ei¢2x|
|ei¢1x(ei¢1‘[ — 1) + einx(einT _ 1)|

— |ei¢1x(ei2nn1 _ 1) + eiwzx(eiZan _ 1)| =0

Logo, temos qudf(x + 1) — f(x)| = 0, consequentementf é uma

funcao periddica.

* Sey, /Y, for irracional, obviamente ndo existem e n, naturais tais

que a igualdad%l = % seja verdadeira. Porém podemos verificar que para
1 2
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gualquere positivo, podemos encontrar ume J para qual a expressao (1)

seja valida enk,

|f(x + T) _ f(x)l — |ei1p1(x+1') + eilpz(x+r) _ eilplx _ eilpzx
— |ei¢1x(ei¢11 _ 1) + eitpzx(eiwzr _ 1)|
< |(e¥*—1)|+[(e¥"—1)| < 4
Assim podemos afirmar que para todos os valores>dd qualquer

T € ] satisfaz a relagéo (1). Analisemos o cas0 ees < 4:

f(x+7) = f()] = |ei¢1(x+r) 4+ pi2(x+7) _ olthyx _ ei¢2x|
= Jebus(ethar - 1) 4 etar(eher — )] = (e = 1)| (e - 1)
=[2—2cos(y;7)] + [2 — 2 cos(yp, T)]
=4 — 2[cos(Y1T) + cos(P,T)] < ¢

Assim, para que a expressao seja valida bastahescas une que satisfaca a

inequacao abaixo:

4 —¢
2

cos(\ylr) + cos(\pzt) =

4 —
COS[1/2(\|!1 + \|fz)r]cos[1/2(\|/1 — \yz)t] > >

Consequentemente constatamos que para qualqoerdeal sempre existira

T para o qual a expressao (1) é verificada.
Exemplo 2:

Duas interessantes observacdes podem ser feitasirada definicdo do periodo

de translacdo de uma funcéo:

* De uma maneira imediata podemos ver que dado(es), periodo de
translacdo correspondentesa este também serd um periodo de translacéo
deg;, seg; > &,, pois:

fOx+t(e)) —f) <& <g

11



 Podemos sem dificuldades ver que a soma e a diferde dois
periodos de translacida(e;) e t(e,) sdo periodos de translacéo

correspondentesg + &;:

g) = |f(x+(e) +1(e2)) — f)| < C
g= |f(x +1(ey) + (&) + f(x + (&) — f(x + 7(ep)) — f(x)|
g= |[f(x +1(e) + (&) — fx + T(Sl))] + [f(x +1(e1)) — f(x)]|
g < |f(x+1(e) +7(e)) — Fx +1(e)| + |F (x + 2(e)) — F ()]
g=fx+1(e) +1(e)) — fX)| < & + &
C=¢+¢g

2.2“Relativamente denso”

Antes de definirmos a nocdo de uma funcdo quasédisa, o conceito de
conjunto “relativamente denso” deve ser introduzisim €, a condicao de existir um
periodo de translacéo para um valor de > 0 ndo é suficiente. Assim seiao
conjunto dos nameros reais este € chamado relativamente denso, se exidte cer
comprimentoL, tal que em todo intervale < x < o + L existe ao menos um valor

det. Vejamos o exemplo abaixo a fim de melhor enterdtx ideia.
Exemplo 3:

O conjunto relativamente denso mais simples é fdom@or uma progressao
aritméticanp (n = +£0,+1, ...+ p), pois como vemos o maior intervalo entre dois
valores det € p. Se analisarmos, porém, o conjunto formado péKn =
+0,+1,+2......), temos qud. = (n + 1)? — n? = 2n + 1, isto é, o comprimentb
€ uma funcao crescente, logo ndo exigtetal que em todo intervalo < x < o +

Ly, existe ao menos um valor de
2.3Definicdo Fungdes Quase-Periddicas

Uma funcéof:J —» X continua é dita quase-periodica se dadosum0, existe
um conjunto relativamente denso de periodos dslagéo degf (x) correspondente a

€. Em outras palavras, se existe para todos os esmlde ¢ positivos, um

12



comprimentaL(¢), tal que cada intervalo deste comprimento contachaenos um

periodo de translacadge).

supy e |f(x +7) = f(x)| <€

Teorema I:Uma funcéo quase-periddica € limitada, isto éstexima constante

C, tal que:
|f(x)| < C para qualquer valor € R

Prova: Definamos um comprimenige) e um intervalox, < x < x, + L, tal

que a funcag: ] — X seja limitada neste intervalo, isto é:
|f(x)| < Cparax, <x <x,+1L

Agora escolhemos um valor qualquer fora do intervalo, e um periodo de

translacaa, tal quex; = x, + 7, logo:
lf el = 1f (o + DI = 1f (o +7) = f(ox0) + £ (o)
S|f(o+1) = fO)l+HIf (o) <e+C

Um corolario importante, que seré utilizado no desrodeste texto, € que dada

umaf (x) quase-periddica, a funcdiox)? também é quase-periddica.

Prova: Sejgf:] — X quase-periodica, pelo teorema | esta sera limiteta €,

|f(x)] < C parax, < x < x, + L(¢), onde er é o periodo de translacaode

IfGc+ D2 = fE? = If(x + 1) = fONIf(x + D) + f(0)] < 2Ce

Teorema Il:Uma funcdo quase-periodigaj - X é uniformemente continua,
isto &, para um valor arbitrareo> 0 existe um valot = §(¢) , também positivo, tal

que:

|f (x2) = f(x1)| < € paralx, -x,| < 6

Prova: Primeiramente consideremos o compriméntoL(e/3) e o intervalo

X9 < x <xy+ L. Dados dois valorey; e y, contidos neste intervalo, tal que

13



ly, —y1] <8, e a seguinte relacdff (y,) — f(y1)| < €/3 sado sempre validos.
Adotemos agora dois numeros arbitrarigs e x,, tal que|x, —x;| <6, € um

periodo de translagc&ocorrespondente /3, tal quex; =y, +tex, =y, + 1.

1f ) = FODI = 1fC2) = fOx) + Fr) = f) + f2) — f2)l <

SIfO) = fFODI+H1f ) = feD + 1f () = f)l =

= 1f G+ 1) = FEDI+ G + 1) = fOl +1f ) — fO) S5z +z =€

Deste teorema podemos deduzir um corolario imptrtpara a demonstracao do
teorema Il abaixo. Isto €, que para cada valexistemL e §, tal que cada intervalo
Xg < x < xy+ L contétm ndo somente um periodo de translagamas sim um

intervalod, onde todos 0os numeros neste contido sdo perdedtanslacéo:

Prova: Sejam.(e/2) e §(e/2) dois nimeros positivos, escolhidos conforme o
teorema Il e a definicdo de numeros de transldgéms entdo que em cada intervalo

de comprimentd.(e/2) existe ao menos um periodo de translagag2 ). Além
disso, temos que cada numero do forma@) + vy, ondely| < §(e/2) também é

um periodo de translaca&ge) correspondente & conforme o teorema Il. Assim
para um dado valog existe um intervald. de comprimentd.(e/2) + 25(¢/2), e
um intervalod de compriment@d(e/2), onde todos os valores compreendidos neste

intervalo séo periodos de translacéo corresponadente

Outra possivel formulacdo deste corolario é a ségui‘Para todo valoe
existemL e §, tal que para todo numero positiyo< § arbitrariamente escolhido,
cada intervalax < x < a + L de comprimentd,, contém um periodo de translacao

7(¢€), correspondentesg que € igual a um inteiro multiplo ¢gé.

Teorema llI: A soma de duas func¢des quase-periodftasg € também quase-

periodica.

Prova: Para provar este teorema, basta mostrapayaeum valor > 0 existe

um conjunto comum relativamente denso de perioddsatislacda(e) para ambas

14



as fungdeg e g. No caso de existir um valor detal quers(e) = 74(¢), esta prova

é trivial:
IF+E+D) -+ =1fx+7) - f(x)+glx+1) —gx)| < 2¢

Adotemos Ly — 6 e Ly — 64, conforme o teorema Il e seu corolario,
correspondentes &/2. Sejam L, en definidos comoL, = Max(Ls,Ly) en, =
Min(8¢,8,). Logo para cada intervato < x < a + Lo, existemz; e 7, periodos de
translacdo correspondentese®2, e que também s&o multiplos de ou seja,

s = ngn e 1, = ngn. Se considerarmos todos os valorestde 7, tal que|rf -
14| = |(ns — ng)n| = |prgn| < Lo, estaremos trabalhando sob um conjunto finito

de nameros, que podemos enumerar  como pares ocdenad
(:2,0), (£2,52), .. («, ).

Provemos que sejadefinido ComOmaXizl,zj__R|rg)|, o intervaloa < x < a +

L+ 2l conttm ao menos um valor de=rt1; = 7, correspondente &/2.
Primeiramente no intervalox +l<x<a+!+L temos dois valorest; =

R R R . R
nem ety = ngn, ondety — 1y = prgn = p}g)n = T; ) — Té ), assimr = T — T; ) =

Ty — r;R), ondet pertence ao intervala < x < a + L + 21. Sendo esta diferenca
um periodo de translacao das func¢des quase-pasytieg corresponde a, e logo

da somg + g.

Teorema IV:O produto de duas fungcdes quase-periodfcayy também € uma

funcdo quase-periddica.

Prova: Pelo corolario do primeiro teorema temos @aeadrado de uma funcéo
quase-periddica também é uma funcdo quase-periddicegundo teorema mostra
que a soma e a diferenca de funcdes quase-pesdsiicatambém funcdes quase-
periodicas. Assim com a seguinte manipulacdo abaxmos que o produto de duas

fungBes quase-periddicas também € uma funcao geasetca:

[f ) + g()]? = [f(x) — g()]”

Fg() = -

15



Teorema VPara qualquer funcdo quase-periddicaxiste um valor medio, isto

[N

t

M{f(x)} = llm% (pdx

Devido a complexidade este teorema ndo sera deradastporém o leitor se

desejar pode consultar sua prova na referéncialgHBohr, 1933).
2.4 Séries de Fourier de funcdes quase-periodicas

O teorema VI nos permitira estender a teoria daesséle Fourier para as

fungBes quase-periddicas.

Teorema VI:A funcdoa(l) = M{e~**f(x)} é zero para todos os valoresile

com excecao para um conjunto enumeravel de nUmgros

Prova: Sejaml,, 4,, ....Ay nameros reais arbitrarios e distintog;ec,, ... ... Cn

nameros complexos arbitrarios.

N 2 N S
f(x) — Z Cieilix =M [f(x) Z Cle ] (x) Z Clel)llx
i=0

i=0 1=0

N

N N
- ull T~ TGy e - 1)y e+ |
i=0 i=0 i=0

N

N N
= MOFWI - ) aM{FGIR™) = Y aM{f(e )+ a5

i=0

N

N N
= MUFPY =) cal) - ) aaGd + ) ad

i=0

N N
= MUFI} = ) 1a@) + ) lei - e
i=0 i=0

Se por acaso escolhermgsguais aa(4;), a formula sera a seguinte:

16



N 2 N
MIlFG) = D e | b= MUFCOP - ) la@I?

Logo podemos garantir g ,la(2)]? < M{|f(x)|?}.

Assim para um dadB = M{|f(x)|?}, é possivel afirmar que somente existe um
conjunto de valores finitos, tal que para um valdr positivo, |a(1)| > h. Isto &,
para um valor d¢a(1)| > 1 existem somente os valorgs 1, ... ... ,Aq. Da mesma
maneira para o0 intervalol/m < |a(1)|] <1 teriamos somente os valores
Ag+1Ag2s o Agep, € para o intervalo 1/k < la(d)| <1/m os valores
Agip+1 Aqep+2s o Agep+s, € assim em diante, consequentemente provando o
teorema VI. Os valores dg, diferentes de zeros sdo normalmente chamados de
expoentes de Fourier da fungd.ogo dizemos que a série de Fourier da furftéo

igual:

@) fO~ER-ia(A)e™

As mesmas propriedades apresentadas no apé8droes de Fourier de

funcdes periddicammbém sao validas para as funcdes quase-periddicas

Teorema VII (Teorema da Aproximacadpda funcaqg:J — X quase-periodica
pode ser aproximada uniformemente pela soma figith = YN, a(1,)e**, onde

os valoresl,, sdo os expoentes de Fourier, isto é:
(3) supre;lf(x) —s()l<e

Prova: Para qualquer valor de> 0 escolhemos = l(¢/8) e § = §(¢/8), tal

que existe um periodo de translagague satisfaz:
supee; If(x+17) — f(x)| < e/8nointervaloa < x < a +1

e |f(x")—f(x"] < &/8 para quaisquer’,x" € ] com|x"—x'| < §

17



Dividamos ] em intervalos/,, = (nl,(n + 1)l), (n =0,%+1,+2...) tal que em

cada intervalo J ha um subintervélp= (t,, — 6,7, + §), de periodo de translagéo

€/4, de tal maneira que para todce A,:

SN

(4 suplf(t+7)—-f(®)l <

tej
Definamos a funca&is(s), s € J, por

_(1/26 se s€A,
KS(S)_{O se sgA,

Assim as seguintes propriedades abaixo, que séli@adas posteriormente, sdo

validas:

1 (1/2nD) [ Ks(s)ds=1 (n=0,%1,42..).
2. Para qualquer valor de€ J e qualquer naturah
1 ml+s 1 -ml —(m-1)l ml+s
(ﬁ) f_mHsKg(r)dr = (ﬁ) ’[_ml+s+’[_ml ...fml Ks(r)dr
ml+s

1 —-ml
- <ﬁ> <2ml + '[—ml+s+—[ml Ka@”)dr) =1+ 1n(s) onde n(s) <1/m

3. Para qualquer valor fixo d2o conjunto de funcdes

1 T
dsr(W) = oT _TKa(T)Ka(u + r)dr

T=T,=nl, n=0,%£1,+2.. (-0 <x <o)

é uniformemente limitado e equicontinuo. Assim pa#ssico teorema de Arzéla

nos podemos encontrar uma subsequéhcta T,,;, da sequéncig, tal que o limite
1 Tk
¢s(u) = lim —f Ks(r)Ks(u + r)dr
k—oo 2Tk -7,

existe uniformemente em todo intervalo infinito.

1. Veja anexo A para maiores explicaces sobrecoefea de Arzela.
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4. A funcéo limite¢s(u) € definida positiva.

i i bs(uy — ug)€ués

u=1o0=1

Ty

Ks(s)Ks(w, — uy +1)dré &,

1 —_
kg?oZT _T

Tk e
K(g(uo + r)K(g(uM + r)dr $uéo

M= BV
M= in2-

lim
koo 2Ty )

=
1l

=
Q
1l

=

2

—}11_{2107’{ ZKS(U. +r) dr >0

Assim vemos que a funcap, € continua, definida positiva ¢, (0) = 1,
logo satisfaz as trés condi¢cdes do teorema de Bodfimnchin [12], podendo ser

representada da seguinte forma:

+ oo

(5) ¢s(u) = z agzexp (ilsu) + foo exp(idu) ds(1)

o=1

ondea, > 0, es(A1) é continua, ndo decrescente e limitada.

Utilizando a relacdo 4 e as propriedades 1 e 2utgdesKs(u) temos que:

I
(6) tSlellj)lf ) ~ foma®| <5

ondel’ = sup;¢; If(E)I.

Sejam en nameros naturais arbitrarios, definamos a fungéieoc

f6mn( )

nl rml+s
f f Ks(s)Ks(r)f(t —s +r)drds
nl

2
4mnl ml+s

Se definirmosil =T eml =
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1 T rR+s
fimn® =gz | | K@ KsIF(e =5+ mrdrds

1 Rll

T+s
= — — Ks(s) Ks(u + s)ds| f(t + u)du
2R ) _g|2T -f—T+s

1 R
= j_ Gar(f (¢ +wd

utilizando as propriedades 3 e 4 das funcfigés), a igualdade (5) e

impondoT = T, obtemos:

1 R
fim(® = i fomn(®) =55 | £+ Wips)du
-R

+00

Z agsexp (il,u) + J-°° exp(iit) ds(l)] du

1 R
=ﬁf_Rf(t+u)

o=1

z agexplids(u+t—t)]+ foo exp(idu) ds(l)] du

1 R
=ﬁf_Rf(t+u)

o=1

+0o R

= z a, exp(—idgt) %f f(t+u)explily(u+t)]du
-R

o=1

1 (R ® .
+ﬁf_Rf(t +u) f_ooexp(du) ds(A) du

+00
1

R
fim® =) aohanexp(-idt) + 55 [ F(e+whadu

o=1
Onde:

Asp = %f_RRf(t + u) explids(u + t)] du
Ay = limg_, %f_RRf(t + u) explidy(u + t)] du

h(w) = [ exp(itw) ds(2)
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Analisemos o segundo termo a direita do sinal daldade:

|1 R
C = 1[?11_>rr01o ﬁf_Rf(t+u)h(u)du

1/2 1/2

=0

1 R
: 2
1[?11_)rr01o >R f_th(u)l du

N
™ Jim |z | 17+l

Pois senddi(u) a integral de Fourier-Stieltfesle uma distribuicdo

continualimg_, %fleh(u)lzdu =0.

Sejar tal queX. %y, @, < €/2l, temos que para todos os valores de

R >0,

+o0o

1 (R .
Z aaﬁf_Rf(t + u) explids (u + t)] du

o=n+1

(8)

<£
2

Utilizando as relagbes 6, 7 e 8 temos que:

n+1

FG) = oy exp(=idet)

o=1

sup
tej]

+ oo

Z aaAa,R exp (_ i/la t)

o=n+1

< fleu?lf(x) — fs()| +

n+1

) =) aohorexp(=igt)

o=1

sup
tej

=E&

<s+s
2 2

provando assim o teorema de aproximacao.

2. Veja apéndice 4 para maiores informagfes sobreegral de Fourier-Stieltjes.
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3. Problematica

7

O objetivo desse projeto é a determinacdo dos expeale Fourier de uma
funcdo quase-periodica, dados seus coeficienteBodéer, logo procuramos 0s

valores del para qual a equacao abaixo é diferente de zero.

(9  a() =M{f(x)e ¥} = tli_)rglo%ftf(t)e‘mdt.;t 0

Como demonstrado no teorema VI, o conjunto dosregaldeld que satisfazem
esta equacdo é enumeravel, podendo ser infinitdretinto como em uma
aproximacdo fisica de um problema ndo é necessfu® obtenhamos um
correspondente idéntico da fungdamas sim que saibamos qual o erro da estimativa
€ aceito no nosso projeto, assim trabalharemosisobonjunto finito del,,, visto o
teorema de aproximacao. Logo nosso proposito égre um determinado erro de
aproximacace da funcaiof:] — X, calculemos os valores dg tal que a seguinte

inequacao seja valida para tado

n+1

FG) = o exp(=idet)

o=1

(10)  sup

te]

<é¢

Porém ndo podemos nos esquecer que os valords derdo estimativas dos
valores reais dos expoentes de Foutigrlogo temos de impor outra condigéo a

estas estimativas, a fim de garantir a preciséie @esculo:
(1D |y — 4| <8 parai = (1,2,..n)

Na resolucédo deste problema diversas abordagenpos&veis, consistindo a
complexidade deste trabalho de conclusdo de cumseneontrar qual metodologia
proporciona um ponto 6timo entre resultados nuroériprecisos e tempo de

processamento.
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3.1Expoentes de Fourier e seus periodos de translacao

No caso de uma funcéo periddica, o periodo deftnanda maneira Unica todos
0s expoentes de Fourier, isto épse 0 for o periodo da fungéo, todos o0s expoentes
de Fourier sdo multiplos d&r/p. Apesar de no caso das funcbes quase-periddicas
nao existir uma relacéo tdo simples, também exisia conexdo entre o periodo de

translacéo e os expoentes de Fourier.

Teorema VIlI:Para qualques > 0 e para qualquer nimero natukalexiste um
e =¢&(8,N) > 0, tal que todo periodo de translagae 7(¢) de uma fungcdo quase-

periddicaf: ] — X satisfaz o sistema de inequacdes abaixo:
(12) lexp(id,7) — 1] <&
Prova: Sejgf (t)~ Y=_, a,e"™, assim temos que
an = M{f (t)exp (—idnt)} e anexp (id, T) = M{f (¢t + D)exp (=i, t)}
Logo,
an exp(idy, T) - an = M{[f (t + ) — f(©) Jexp (—idnt)}
llanlexp(id, T) — 111l = [IM{[f (¢ + 7) — f(2) ] exp(=id, O} ]
<IMAfE+D)—fOMl =¢ - lexp(id, 7) — 1] < &/llaqll
Sek = min;<,<ylla,ll, temos que:
lexp(id, 7) — 1| < €/k

Desta maneira basta impor= ké para satisfazer o sistema de equacdes.

Teorema IX:Para todoes > 0 e existe um numero naturdl = N(¢) e um
6 = 6(¢) > 0, tal que qualquer nUmetoque satisfaca o sistema de inequad®:é

um periodo de translac&ade uma funcéo quase-periodftd — X

Prova: A partir do teorema de aproximacao podenefgid um polindémio

trigonométrico para um dado> 0:
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Ne

PO = ) aneexp(idy 7)

n=1
tal quesupye; If (1) — P.(O)| < /3.

Definindon = N, €8 = £/3 %ne, ||Pnc||, temos que para um valor desatisfaz

as inequacoes (11):

Ne Ne
suplP(t +7) = PO = ) [lan[llexp(ity ) = 11 <8 ) ]| < /3
te] ne1 n=1

Disto segue que:

suplf(t + 1) — f(O)| < sup|f(t + 1) — P.(t + T)| + sup|P.(t + ) — R ()]
tej tej tej
+sup|R(t) — f(H)| < ¢
tej

isto &, quer € um periodo de translacaaef (t).
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4. Resultados Obtidos

No decorrer deste trabalho de formatura trés méigds para obtencdo dos
expoentes de Fourier de funcdes quase-periddigasnf@studadas, sendo estas

apresentadas abaixo.
4.1.Método dos minimos quadrados (MMQ)

Consideremos que os valores da fun¢gdaque desejamos reproduzir, em
pontos distintos (xy, f(x;)), (x2, f(x2)), . (xm, f(x)) S@0 conhecidos, e que
também possuimos um modelo da funfagque chamaremos d€x, 1), sendo este
dependente de x e dos paramef{iysA,, ... 4,), ondem = n. Logo nosso objetivo é
determinar os valores dg tais que o erro de aproximagdo seja minimo, isto €

minimizar a funcao abaixo:

S=) " G =5t =) et b

Sabe-se que o ponto de minimo da fun§&zorrera quando o gradiente é zero,

isto é:

aS m de;(x;, A
Z Zei(xi,,l).mz 0
i=1

o A

Como estamos trabalhando com uma fungéo nao lméamode;(x;, 4)/0A
depende tanto dos parametrbscomo da variavel independente. Assim valores

iniciais 4; devem ser adotados e refinados iterativamentegist

A=A =N+ AN

Desta expressédo a func&oe as funcbeg; podem ser reescritas da seguinte

forma:

n gs(x;, A*
s(x;, ) = s(x;, A%) + Z (—l)

n
1 — 1K) = Ak A
1 0 (1 1) s (x; )+§]’=1]U j
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G A) = ) = sCa ) = fO) = sCr, A) = Y Jyy A
j=1

n
=A4f; _Z. Jij A%
j=1

Substituindo na equacao do gradiente:

AN ki n O[Af; — Xg=1Jis D]
a‘zm4M ZM%MJ oz, =0

= Zzl 2]j [Afl - Z:zlfis AAS] - zzlAfi]ij - ZZ1Z:=1]ij]is AA
Zzl Afilij = Zzl Z:zljij]is AAg

Em uma notagdo matricial, o sistema de equacOemd@epela condicdo de

gradiente nulo teria a seguinte formulacdo, onoeiz] € a Jacobiana:
AF -] =JTJAA

Entretanto este método apresenta dois problemiaseipgmente, ndo se trata de
uma resposta direta a expressao 9, isto é, eldondece valores dg;, tal que a
equacao 9 sempre seja valida, mas sim valords gige melhor aproximam a funcéo
f em um determinado intervalo; segundo entra no kionda programacdo nao-
linear, o0 que gera uma maior complexidade ao soétvedém de um maior tempo de

processamento, o que também néo é desejado.
4.2. Transformada de Fourier

Analisemos a expressao do coeficiente de Fourakab

a(d) = M{f(x)e "} = tli_)rglo%f_ttf(t)e‘mdt.i 0

Facilmente vemos que a integral da equacao tertdensformada de Fourier

quando os limites de integracdo sdo infinitos. Akdisso podemos afirmar que a

ordem de grandeza desta funca® éf_ttf(t)e‘i’“dt) =t* ondea =1 quando
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a(A) # 0, poisa > 1 significariaa(1) = © 0 que nado ocorreyois a funcaof é

limitada, ex < 1 quandca(A1) = 0.

Assim concentremos nossa ater na transformada déourier @ funcdo

f:] = X quaseperiddic: de representagda(t)~ Y-, a(d,)e ™

o(f)=FQ) = f_oof(t)e‘wdt — f_oo i a(l,)einx g=idt gy

o0 [e¢]

= Z a(An)f eldnte—iltgr — Zx/(zm ca(1,) - 6(A—A,)
n=1 -® n=1
Assim sefossemos representar a transformada de Fourieurdzd f, isto €,

F(A), teremos um trem de impulsDirac coml) nas posicbel,, conforme

representado abaixo.

Al A2 A3 An A

Figura 1 - Dirac Comb

Apesar de inicialmente podermos imagirque tal representacdo nos s
vantajosage nos permitiricobter facilmente os valores dos expoentes de Foests
ndo é a realidade o ograficoacima € uma representacdo dos resultados par:
funcdo quasgeriddici bem definida, isto é, erros de medigage @lculo ndo foram
considerados, sendo que espodem ocasionar erros na estimativa dos parar
reais além de gerar valores fantasmas, i, Ap1,An42, -, Ay quUE 180 pertencem ao

conjunto solugéo da expressa
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Assim neste primeiro modelo usaremos funcdes ttagém, primeiramente para
eliminar possiveis ruidos no sinal, e depois coobjetivo de concentrar a busca
pelos expoentes de Fourier, para garantir uma melwmximacéo, e finalmente a
fim de evitarmos a realizacdo de operacdes sobmehdiicGes, no caso a distribuicao
delta de Dirac.

4.2.1. Filtro Gaussiano

O filtro gaussiang:J — R, normalmente utilizado em eletronica e no tratamen
de sinais, € um filtro que tem como resposta fregatuma funcédo gaussiana. Este
se torna extremamente util quando se supdem gueoona estimativa do sinal
possui uma distribuicdo normal, fato extremamentaugivel visto que as
perturbacdes serdo potencializadas nos arredosesatiares); . Do ponto de vista
matematico, o filtro gaussiargpmodifica o sinal de entrada pela convolucédo deste
altimo com a funcdo gaussiana, sendo esta tranaf@don conhecida como
Transformada de Weierstrass. Abaixo vemos o rekultl aplicacdo deste filtro

para o caso de uma funcdg:] - X quase-peridodica de representacdo
fO)~X5=1 a(An)e™":

1 ( t?
exp (——
V2w o PAT 202

g =

o0}

o(f.9)=FQ) = j e(‘zt?) f(t)e Mtdt

—o V2O

° o . 1
— a(l,)eiAnx o252 o—idt gt
J-_OO; " V2m- o

_ 1 i a(l,) foo eilnte<_%)e—iltdt
V2w o — oo

2 d 22

1 < 2 1
== AA)6A=A) vep (53 = )~ a(h) exp (~55

n=1 n=1

Apliqguemos o filtro gaussiar@em alguns casos testes:
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- Caso 1:f = —2e7 15 4 3e73Mit 4 Dpll 4 4261 4 315t g = 1

Transformada de Fourier de (f.g)

N
D

Figura2 — f = —2e 15t 4 3¢710it 4 2¢il 4 410t 4 315t e g =1

- Caso 2:f = 3e~10i 4 2eit/e 4 410t g5 =1

Transformada de Fourier de (f.g)

B RN

DO ON B OO

[REGRNEEN

-13 -8 -3 2 7 12

Figura3 - f = 3e 10t 4 2¢it/¢ 4 4110 ¢ g = 1
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- Caso 3if = 3710t 4 2¢it/¢ 4 410 g5 = 10

Transformada de Fourier de (f.g)

(=}

ES
2 G U

w U

No

O ¢ B O

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Figura 4 - f = 3e 10t + 2¢it/¢ 4 4108 ¢ g = 10

- Caso 4:f = 3¢5 + 2elt + 4e3t eg =1

Transformada de Fourier de (f.g)

Ty
O

Figura5- f = 3e75 + 2¢eit + 4e3itea =1
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A partir dos quatro casos analisados acima podénfesr duas caracteristicas
da convolucéo entre o filtro gaussiano e uma fungase-periddica. Primeiramente
a influéncia do valor do “desvio-padréde”na velocidade do decaimento da curva,
isto €, um valor elevado de faz com que a extensdo da curva aumente e sua
magnitude diminua, podendo causar interacdoes afifezentes valores déd,;,

conforme podemos ver nas Fig. (4) e (5).

Outro resultado relevante foi o efeito de mutilagaovalores d&; quando estes
estdo relativamente proximos de si, por exemplo,caso 4 houve o completo
desaparecimento d&, = 1, devido sua proximidade dk; =3 e deste ultimo
possuir um coeficiente de fourier de maior magmitutlém do fato des = 1, se

usarmos um valor menor dgem torno dé,2, é possivel diferenciar, e ;.

Apesar dos problemas apresentados acima, uma nagdatilizando um filtro
gaussiano tem um grande potencial de aplicacaa, ygdizando as propriedades
estatisticas da distribuicdo normal é possivebe#taer intervalos de confianca para

os valoredl;.
4.2.2. Filtro Lorentziano

Utilizamos o filtro lorentzianol:] - R para retirar os ruidos dos sinais, e
também evitar a realizacdo de operagbes sobrenges de delta de Dirac, da
mesma forma que no caso de um filtro gaussian@nfPap caso do filtro de Lorentz
a resposta frequencial obtida é uma funcdo de dkmhsi Cauchy-Lorentz. Este se
torna extremamente (til quando se supde que onarrestimativa do sinal possui
uma distribuicdo Cauchy-Lorentz, suposicéo coereste que as perturbacdes serdo
potencializadas nos arredores dos valare®o ponto de vista matematico, o filtro
lorentzianol modifica o sinal de entrada pela convolugéo desirmalcom a fungéo
lorentziana. Abaixo vemos o resultado da aplicadgsie filtro para o caso de uma

funcdof:] — X quase-periodica de representaféin ~ Y o_, a(4,)e":

It = —
® =
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© p . © & . b .
— — —iAt — iAnt —iAt
(P(f-l)—T(/l)—j_ootz_szf(t)e dt—j_oo §1a(ln)e t2+bze dt
n=

o0

“ b . .
= Z a(ln)f T eiAnto-idt gt

n=1

o0

b N b
= z a(An) " 6(A = 2,) e Za(ﬂn) TZip?
n=

n=1
4.2.3. Aplicacao da transformada de Fourier em funcdessguaeriodicas

Suponhamos que os expoentes de Fouwjede uma determinada fungéo quase-
periodicaf:] - X, ondef(t)~ Y2, a(h)e™t, possam ser representados através de
uma funcaol; = ¢(i). Utilizando o filtro gaussiang = 1/(v2mo)exp (—t?/20?)

podemos escrever o0 seguinte sistema equacao irapléb(i):

o0}

t? .
e"20? f(D)e~Mdt

0(.0)=FD) = | =

1 _t
f Z a(l )el)l it~ o 202) e~ it gt
V2o

o8]
a(/h)f 202 l)lite—iltdt
[oe]

l

1 N A? 1 22
= Nz 2 UZ a(1;) 6(A—2;) xexp <_F> = Z; a(l,) - exp <_F>

i=1

[e¢]

1
(13) 0(f.9)= ) ~-alk)-exp (-5

i=1

¢( )?

)

Consideremos o caso de uma fungdp) = ,/2blnj o:

‘P(f-g)zi— a(k) - exp( ¢(])> i%'a(ﬂj)'EXP _(VZblan)z

. 2072
J=1 J=1
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o(f.9)= lZE a(%) - exp[—blnj]] = Z;- a(y)-j°
j=1 j=1

Se soubermos os valores ad@l,) podemos facilmente identificar que a lei que

rege os valores dos expoentes de Foutjeé a expressédqg2blnj o, e também

calcular o respectivo valor de

Analisemos também o caso da fung#g) = V2b o - j:

<p(f-g)=§— a(1,)- exp< 0)” )_i%.a@j).exp<—(@a-zo-i)z>

j=1 j=1

0 1 .2
o(f.9)= Z;-a(lj)-eXp[—b-J ]
j=1
Analogamente ao exemplo anterior, podemos facilenddentificar que a

expresséo geral dos expoentes de Fodyierdada pela equacéd)) = V2bo-j.

Em ambos os casos podemos verificar que apesatatenes trabalhando sobre
um conjunto infinito de numeros, o fato desse smuneeravel recursivamente
permite que encontrassemos uma bAsgs, ..., B, .. deste conjunto, tal que
gualquer expoente de Fourigf, pode ser expresso nesta base. Entretanto antes de
formalizar o conceito de base de um conjunto enavetestudemos um exemplo a

fim de entender as particularidades desse problema.
Exemplo - 44; =In3,4; =1n18,4; =1n24

Primeiramente generalizemos para o caso de um ebgdg = Ing, assim

aplicando o teorema geral da aritmética pode-sEreeer essa expressao:

Am=Ing =Inp™ p)'2.p3° ..py™ =myInp; + mylnp, + -+ my Inp,
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Para valoresn; € N ep; € N tal quep; seja um numero primo, podemos definir
que a base de um conjurtog (q = 1,2,3...) € o conjuntd{Inp;} (p; = 2,3,5...).

Assim 0s expoentes;, A, e A; podem ser reescritos conforme abaixo:
A, =1n3, A, =In18=1In2-32=In2+2In3
A3 =In24=1n2%-3=3In2+1n3

Assim em uma primeira analise poderiamos dizer gueepresentacdo das

coordenadas d@,, A, e A; na baséln p;} é:

A =1{0;1;0;..}, 1, ={1;2;0; ...} e A3 ={3;2;0; ...}

41 [0 1 0

A|=|1 2 o|{lnp}

A3 3 20

Porém esta representacdo € errbnea, pelo fato mjantm dos expoentes de

Fourier ser um conjunto enumeravel, istodg=1In3,1, =Iln18 eA; =1n24 €
diferente deA; =In3,1, =In24 eA; =In18, logo nédo pode ter a mesma
representacdo. Assim como 0 objetivo € ordenar omjuoto enumeravel as
coordenadas do vetor na base ndo devem ser ap@masos inteiros, mas também

racionais.
- Base de um conjunto enumeravel:

Dado um conjunto enumeravel, a, ..., a, .. de nimeros reais, o conjunto
{B1, 02, ..., Bn ...} € considero uma base e somente se as seguinprgeganles sédo

verificadas:

1 —Os valoresgy, f;, ..., By, -.. S80 independentes linearmente, isto €, a expresséo
abaixo é verdadeira para todos os valoresmdsomente se todos os valoresao

nulos.

1+ 1Byt + B =0
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2 — Qualquer valora; pode ser representado por um numero suficientement

grande dem, isto é,

a; =111 + 1B + -+ TP

sendo os coeficientes, r, ..., 1, nUMeros racionais.

Devemos portanto mostrar que para uma dada sequénadi, ..., a, ... existe
uma basép,}. Para isso primeiramente escolhemos como primteinmo $; 0
primeiro valora,,; da sequénciar, a, ...,a, .. que seja diferente de zero, em
seguida retiramos dessa todos os valaregue possam ser escritos da seguinte
formar; B, + r;a; = 0, onde os valores; sejam racionais. Escolhemos o segundo
valor da basg, como sendo o primeiro valar,,, diferente de zero, da sequéncia
remanescente, e como no procedimento anterioamats da sequéncia todos 0s
valoresa; que possam ser escritos da seguinte fofa+ [, + r;a; = 0, sendo
os coeficientes da equacédo numeros racionais. iDefaB; = a,3;, onde este ultimo

€ o primeiro termo diferente de zero da sequéretmanescente, e assim em diante.

No caso da sequéncia enumeravel ser finita podéacdmente ver que a base

dessa é igual a:

{B1, B2, -, Bn} = {an1, an2, Unn}

no caso contrario este procedimento continuaraniiafnente, sendo a base

representada da seguinte forma:
{B1, B2 - Bn -} = {1, Az, ) Ay -}
Aplicando esses novos conceitos ao proximo exemplo:
Exemplo - 54; =In3,4, =In18,4; =In24,4, =In25
i =In3
1P +ra,=0->r/r,=-p/a,=—In18/1n3

T'lﬂl +T'30(3 =0 —>7”1/T'3 = —,31/0(3 = _ln24‘/1n3
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T'lﬁl +T'40(4 =0 —>7”1/T'4 = _ﬁl/a4 = _ln25/1n3

Como os valores dg/r; (i = 2, 3 e 4) sao irracionais nenhum numero é retirado

da sequéncia.
ﬁz = ln 18
1P+ 1p,+r3a3=rIn3+1r,In18+rIn24=0->nr=5nrn=-3r=1

P+ 1rftna,=rin3+r,n24+nrn25=0->r = -5827r,=1nr
=1

Assim excluimos o valdn 24, logo a base sera formada pbr3;1n 18;1n 25},

poisr; € irracional.
4.3. Sistema Nao-Linear de Expoentes de Fourier:

Analisemos o caso da fungcao representada abaixde dasejamos saber os

valores dos expoentdsg, 1,, 15 e A,:
f(t) =2. eln3t +32- eln3t —2. eln6t + eln12t

Utilizando os conceitos apresentados anteriormpotiemos montar o seguinte
sistema de equacOes para obter os expoentes derFeupondo que os valores
a(;) ef(t) sejam conhecidos

= =2-eM+32-e2—2-ete™=12x +32x; —2x3+ X,
(1)=102=2-eM +32-et2 —2-ets + et = 2x; +32 2
f(2) =204 = 2-e*h1 +32-e*2 — 2-e?hs 4 ?Pe = 20f + 3245 — 245 + X}
f(3) =306 =2-e%1 +32-e%2 - 2.3 3% = 2x3 + 3245 — 243 + x
f(4) =408 = 2-e*M +32-e*2 — 2. M3 4 e*e = 2 + 32xF — 2x% + x4
[2x1 + 32x; — 2x3 + x4 102
[2x2 + 32x% — 2x% + x2 | _ 204

2x3 +32x3 —2x3 +x3|  |306
2xf +32x5 — 2x5 + x4 408
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306
408

X1 Xy X3 Xu 2 102
x{ X3 X3 xz]_ 32| |204
x3J -2~
xil L1
Vemos que para obter os valores Ajebasta resolver o sistema nao-linear de
X1, X3, X3 € X4, Onde podemos identificar uma matriz de Vanderraateldimensao 4,
e calculard; = Inx;, onde(i = 1,2,3,4). O resultado obtido acima nos permite supor
qgue no caso de um namero finitoAjeé possivel estabelecer um sistema de equacdes

para a obtencdo dos valores dos expoentes de Fourie

Assim definamos um@: ] — X quase-periddica, apresentada abaixo, afde)

€ um numero pertencentelfa porém néo nulo.

n

FO~) ater

j=1

Supondo que essa funcfoé conhecida por amostragem eminstantes
diferentes igualmente espacadoss tq,t,,ts, ...t,, ondet;,; —t; = . Sejam as
constantes; definidas como sendo iguaiséd’i®, é possivel reescrever a fungéo

no pontot, como sendo igual a:

n n n

Flt)~ z a(l))eiHitk = Z a(1))eiok = Z a() x¥

j=1 j=1 j=1

Logo podemos escrever o0 seguinte sistema de ejacde

n n n

£ =) a5 f(t) = ) )} . f(t) = ) a() )

Jj=1 Jj=1 J=1

gue reescrito em forma matricial tem a seguinteémusa:

X1 Xz X3 o Xp[a(ly) f(ty)
x12 x% xrzl] la(ﬁz)] _ If(tz)‘
L N 1 | FTe ) B FIO

37



1 1 1 . 1 7[e@) 0 - 0 [l [f(t)
Xp Xy ot Xy H 0 a(®) - 0 Hxﬂ:lﬂtz)
me1am-1 L amei] g 0 a(i) X

f(tm)
Vix)-A-x=f

Podemos facilmente verificar que como no exempkeraor o sistema possui
solucao, afinal a matriz V € uma matriz de Vandemwieode determinante igual a
[T1<i<j<n(Xi+1 — X;), € como os valores dg sdo diferentes entre si, temos que
det (V) # 0. Além do que os valores dos coeficientes de Fow@;) séo
conhecidos e diferente de zero também, logo o matante ded também é nao
nulo, afinal definimos que os Unicos termos da &ionguase-peridédica que sao
considerados expoentes de Fourier sdo aquelesogsagm coeficientes de Fourier
diferentes de zero..

4.3.1. Sistema de Equacdes Nao-Lineares de Vandermonde

Em uma primeira reflexdo podemos pensar que a melbhordagem para a
resolucdo do sistema linear acima seria a simpfe®rsdo da matriz de
Vandermonde, através de um processo iterativo, éstalados os valores dos
coeficientes de Fourier conhecidogl;) e a partir de um valor inicial d€, a matriz
de Vandermond& (x°) é calculada e assim sua inversd (x?), logo um valorx?!
pode ser estimado. Sendo esse procedimento repéidpe a diferencel*? — x*

seja inferior ao parametro de correcao.

Entretanto em uma implementacdo numeérica pode-stcae que esta ndo €

uma boa solucéo, sendo este processo extremamstéteel numericamente.

Assim apos a realizacdo de uma pesquisa bibliegrébbre o tema de resolucéo
de sistemas né&o-lineares de Vandermonde, decidimplementar a metodologia
proposta por (G. Trapp e W. Squire,19%6)que consiste da inclusdo de uma

parametro de corre¢c&o conforme exposto abaixo:
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X1+ & Xy + & Xn + &, aq
(x1 + 51)2 (x, + 52)2 e (g + En)z az =f

(x1 +e)™ (p+e)™ - (xp+e)"] 1

Se desprezarmos os efeitos de todos valoresakeordem superior a um,

X1+ & xn + &,
x? + 2x,8;, 0 x4 ansn
'+ nxl ey o x4 nal
x1 xn En a1
x2 - xn 2x1£1 e 28, a, iy
'n . 1 n-1
% X nx e, nx e, |/ |a,
1 o 1 9[a -~ 01[n 1 @ - 01[&
X1 Xn, 0 0 Xy 2x1 0 &y
: - : N | SR
X1 xH Lo g ) lxel  nxtoee nxn a,| Len
1 1
2x e 2x
V(MAxk + 0. Ak =
n—1 n-1
nx] o nxl
Xn k _ kY 4k
. |Agt = f =V (x")Ax
e xT 1

D.V(x¥).A.e* = f—V(xF)A - xk
V(x®¥)Aek = D1 (f =V (xF)A - x¥)
¥ = AW R)TIDTL (fF =V (xF)A - xF)

Onde a matri>~! é diagonal e definida patii = 1/i, e a matriz A também é

uma matriz diagonal, porém formada pelos coefieente Fourierg;; = a(4;). O
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procedimento de iteracdo busca obter uma solucé® pasistema de equacao

apresentado abaixo:

{V(x")Ae =D 1 (f=V(x"A-x¥)
xk+1 = yk 4 ok

A partir de um valor iniciak?®, o parametra® é estimado, e consequentemente
x!, este procedimento é repetido até que o valoe*deeja inferior ao valor de

convergéncia pré-estabelecido.

No caso de valores reais ae um coeficiente de correcéo € adicionado ao

processo, conforme exposto abaixo:
Se |e¥]| < alxk| - xk+1 = xk 4 £k
porém sde®| > a|x*| - xk*1 = x* + aek|xk|/| k|
- Inversdo da Matriz de Vandermonde

A inversa de uma matriz de Vandermondé!(x) de ordem n pode ser
decomposta em duas matrizds e U, triangulares superiores e inferiores

respectivamente, conforme exposto abaixo:

- Matriz L:
'1 1 1 1 1 1 1
X1 — Xy X1 —XpX1— X3 X1 — Xy  Xp—Xp
0 1 1 1 1 1
X2 —X1 X3 —X1X3 — X3 X2 — X1 Xz —Xp
L= 1 1 1 1 1
0 0
X3 — X1 X3 — X1 X3 — X3 X3 — X1 X3 —Xp
11
0 0 0
» xn _xl xn xn_l_
L=<Lj=0, sei>j
L,;=0
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- Matriz U:

1 0 0
[ —X 1 0
| X1 X —(x1 + x3) 1
[—xlxzxg X1X3 + X1%5 + x5%3  — (%1 + x5 + x3)

. . . . .

( u; =1

U— u0]=0
- u;j =0, sei <j
Uu;

j = Ui—1j-1 — WUjj—1 " Xj—1

Logo a inversa da matriz de Vandermoiig) pode ser expressa como sendo

igual a:
Vix)=L-U
4.3.2. Simulagao da Metodologia Trapp-Squire

Utilizamos alguns exemplos para testar a aplicagao estabilidade da rotina
MatLab desenvolvido para a solucdo de sistemadim@ares de Vandermonde, e
consequentemente a obtencdo dos expoentes de rFdariama funcéo quase-

periddica.

No caso de uma matriz de Vandermonde de ordemvaldeesx = [1; 2; 3; 4; 5]
e valores iniciais x° =[-1;0,1;1,5;3,5;6], 0 numero de iteracdes até a
convergéncia foi de 8 iteracdes e a diferepca™ — x*|? = 1,3724.1072°. Se
utilizamos valores iniciais mais dispersos parae estesmo sistemax® =
[-1;0,5;1,5;8i;60], hA uma convergéncia na ordem H6549.10~ '8 apds 63

iteracdes.

Quando trabalhamos nos casos de valoresmplexos, a metodologia se mostra
ainda mais precisa e refinada. Por exemplo, para matriz de Vandermonde de
ordem 5 de valoresc = [—2i;—i;i;2i;5], quando a solucdo inicial &° =
[—5i; —1.5i; 4i; 6i; 5] 0 nimero de iteracbes é dé e a diferenca entrpc*+! —

x¥|? = 1,8904.10731. Se utilizarmosx® = [—20i; —3i; 4i; 80i; 5], isto &, valores
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relativamente dispersos, o numero de iteracoesdesté, e o erro de convergéncia
igual a|x**1 — x*|? = 3,062.10722. Finalmente, para valores iniciais ainda piores
x%igual a[—500i; —38i; 24i; 600i; 6], a convergéncia nos resultados ocorre em 33
iteracoes.

Vejamos o caso de matrizes de Vandermonde de ardsares:
-n =10 ex = [-5i; —3i: —2i; —i; —5; i: 2i; 3i; 5i; 8]:

« Parax® = [—6i; —4i; —2,2i; —2i; —i; i; 1,2i; 2i; 3i; 1; 8] 0 nUmero de
iteracbes até a convergéncia foi de 264, e o eera@ahvergéncia
|xk*+1 — x¥|? foi igual 42,045.1072°.

+ Se x°=[-10i;—8i;—2,9i;6i;0;1;1,2;6;9i;20i] o nimero de
iteracBes até a convergéncia foi de 389, e a difarpc**t — x¥|?
igual a7,3658.1072L,

-n = 15 ex = [9i; 8i; 7i; 6i; 5i; 4i: 3i; 2i; 1i; 8; —1i; —2i; —3i; —5i; —6i]:

e« Se x° = [—10i; —8i; —2,9i; 6i; 0; 1; 3; 6; 9i; 20i; 3,5i; 2.5i; —8.5i; —4: —6.9] O
ndamero de iteracdes até a convergéncia foi de 40807 erro de

convergéncidx®*! — x*|? igual 44,1802.10~2°,

Assim podemos afirmar que quando os valatesio complexos a convergéncia
€ obtida, mesmo nos casos de solugfes iniciaiscomalicionadas, ou sistema de
grande ordem.

Testemos agora a robustez do cédigo para o casmbkmas onde a matrig,

definida anteriormente, € diferente da identid&te,e, existe algum;; # 1.
-n=4, x=[1,2;3;4] eA = [1;2;3; 4]:

e Para x°=1[09;1.9;2.9;39] o numero de iteracbes até a
convergéncia foi de 5, e o erro de convergépdia® — x*|? foi igual
a1.2345.107%7,
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« Para x°=1[0.7;1.8;2.8;4.5] o numero de iteracbes até a
convergéncia foi de 5, e o erro de convergépdia® — x*|? foi igual
a7.4922.107°.

« Sex®=10.9;1.9;2.9;3.5] o nimero de iteracdes até a convergéncia
foi de 7, e a diferenca de convergéndi™ — x*|? igual a
7,2759.10~%*. Entretanto devido ao valor inicial mal condicidoaa
solucdo obtida foi x; = [0.9685;3.2282; 2.2095; 3.9867], que
podemos verificar facilmente verificar também é uswmucdo ao

sistema nao linear abaixo.

Xs1 Xs2  Xs3 xs4 1
[xsz1 x5 X% xs4 IZ] llOO]
3 3
J 3
xs4 4

lx531 Xs2  Xg3 354
x31 xﬁz x§3 1300

-n=5x=[1,2;3;4,5]edA=[1;1;1;1; 1.1]:

e Para o mesma® = [-1;0,1; 1,5; 3,5; 6] anterior tentarmos refazer o
sistema de ordem 5 estudado anterior, porém destaom a matri
definida acima o sistema ndo atinge a convergémeegsmo apods
1984172 iteragdes.

» Se utilizarmos o mesmed® = [—1;0,1; 1,5; 3,5; 6], porém definirmos
a matriz A como send¢r®; ¢ n® n®; 7] a convergéncia ocorre
apbs 9 iteracdes apenas, com uma difergméal — x*|? igual a
2,3061.10726,

« Para um x°=710.9;1,5;2,7;3,1;4,5] melhor condicionado a
convergéncia ocorre apés 7 iteracbes apenas, coa dii@renca
|kt — xk|2 igual 41,6014.1072%.

Este comportamento demonstra que a convergéncieecmam robustez quando
a matriz A é composta de valoreg iguais entre si, isto &,;; {i = 1,2,3 ...} igual &
uma constante, seja esta real ou complexa. Entretanto este caampento também
demonstra que o sistema se mostra mais instaveldquas valores de;; sao

diferentes entre si.

43



4.3.3. Simulagédo da Metodologia Trapp-Squire em matnzesquadradas

A fim de aumentar a precisdo e a abrangéncia dadwolegia devemos
generaliza-la para o caso de matrizes de Vandemnogtdngularesn x n, onde

m > n, conforme exposto abaixo:

X1+ & Xy + & Xn + &, a,
(x1 +&)? (xp+8)° - (g +e&)? || =f
(1 +e)™ (p+&)™ - (% + &)™ Lan
x1 + (":1 b xn + STL
x4+ 2x8, - XEA 2xn£n ] I ] = f
x +mx™ ey e x4+ malt
x1 xn Sn al
xz xn 2x151 2xzen a| f
xm . xm mx1 g e mx,’l" te,l/ lan
1 o 1 1[a ~ 0][x
xl ) xn 0 cee O _X'.z
xm1 - and 1 Xn
1 0 &1
2x 0|l
+ :1 B 2 = f
mx)t ! mxi~ anllen
1 1
2x 2x
VO ) mxndxt +] 7 oAk =f
mx*t . mamt
0 1 1
x e x
? L ! AR = f = V() xndxk
' -1 ... . m-1

D.V(x®)xn- A8 = f—=V(x®)pmynd - xF
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Vemos entdo que a matriz(x*),,y, N0 possui inversa, visto que nio é
quadrada, logo usando o conceito de matriz pseudwsaMoore—Penrosgevide

apéndice 3, podemos escreg€rcomo sendo:
AeF =V (&) nD ™ (f = V(X )mxnd - x5)

Aek = (V) xnV ) mx ) V)i xnD ™ (f = V(X ) xnA - x5)
= AT (V) mx V) mx ) V) mxnD ™ (f = V() xnd - x5)
Testando este novo algoritmo no exemplo anterior:
-n=4,x=1[1,2;3;4] eA =[1,;2;3;4]:

e Para o mesmo valor de® igual a=[0.9;1.9;2.9;3.5], que nos
conduzia a um valor erréneo, se fixarmos o valomdeual a5 o
numero de iteracbes até a convergéncia foi de @,cenvergéncia

|x**t1 — x¥|2 igual a2.25.1072%, sendo que desta vez a solugdo
correta e igual &, = [1; 2; 3; 4].

Se trabalharmos sobre sistemas de ordem maiores:
-n=6,m=8,x=[1;2;3;4,5,6] eA =[1;2;1.8;3;1.5;1.2]:

» Para o valor de° igual a= [0.9; 1.8; 2.5; 3.7; 4.5; 6.2], 0 nimero de

. ~ ~ ~ . . . 2
iteracBes até a convergéncia foi de 6, e a connei@f <! — x¥|

igual 25.19.1072%,
-n=8m=11,x=[1;2;3;4;5;6;7;8] edA =[1;1.1;3i;1.2; 1, —1; 3; i]:

e Para o valor de® igual a=[0.9;1.7;3.2;4.3;5.2;5.9;7.2;7.8], 0
namero de iteracdes até a convergéncia foi de &,cenvergéncia
|x**1 — xk|2 igual a7.66 .10715.

Assim podemos verificar que a metodologia estagia a partir da matriz

pseudo-inversa de Moore—Penrose produz bons réssilten obtencéo dos expoentes
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de Fourier, mesmo no caso de uma matriformada por coeficientes de Fourier

diferentes entre si.
4.3.4. Fungao dos expoentes de Fourier

Se supormos que os expoentes de Fodfjete uma determinada fungao quase-
periodicaf:] - X, ondef(t)~ Y2, a(};)e™t, possam ser representados através de
uma funcéod; = ¢ (i), da mesma forma que no itefi2.3. Podemos calcular os
coeficientes que definem esta funcdo a partir ddodoéogia estruturada na

resolucao de sistemas néo lineares de Vandermonde.

Supondo quep(i) = alni, para{ie N/i > 1} e aeR. Reformulemos este
problema na forma de um sistema nao linear a fim pdeler resolvé-lo

numericamente;:
. = i . — palnjéi
Aj=alnj-ox;=e

Logo para um valor da = 0,123, os cinco primeiros valores dg e x; sdo

respectivamente:

- 1 =10,085;0,135;0,171;0,198; 0,220]:
-x = [1,279i; 1,446i; 1,6361; 1,850i; 2,092i]

e Para um valor d&° igual a=[1,2i;2,1i;3; —4i; 5], o nGmero de
iteracBes até a convergéncia foi de 100|xk —xk|” igual a
7.08.10721, sendo 0S valores de A obtidos
[0,085;0,135;0,171;0,198;0,220]. Permitindo assim facilmente
reconstruir a funcéep(i), sendo o valor d& encontrado igual a
0.1226.

Supondo queé (i) = aV/i, parai e N ea = 0,523, 0s seis primeiros valores de

e x; sdo respectivamente:

- 1 =10,523;0,740;0,906; 1,046; 1,117; 1,281]
-x =[0,866 + 0.500i; 0.7385 + 0,674i; 0,617 + 0,787i; 0,501 + 0,865i;
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0,438 + 0,899i; 0,289 + 0,958i]

e Para um valor de® igual a[1.9i,2.9i; 6; —3i; 8; —0.33i], 0 nUmero
de iteracbes até a convergéncia foi de 32, e sedifa|x*+1 — x*|?
igual a 3.45.10723, e A, = [0,523;0,740;0,906; 1,046; 1,117; 1,28].

Reconstruindo a funcép(i) obtemosa igual a0.5233.
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5. Aplicacbes

Existem inUmeros campos de aplicacdo das functeseeperiodicas: teoria do
eletromagnetismo, teoria do plasma, mecanica ddint@m) mecanica quantica,
sistemas dinamicos, astronomia, vibracdes, ondasaty etc. Essas duas ultimas

areas de aplicacdo serédo brevemente apresentaateas. ab

Ondas do marSeakeeping consiste na verificagdo da capacidadeado de
sustentar a velocidade para a qual foi planejagiandp submetido aos efeitos de sua
movimentac&o no mar: aceleracédo na proa, emersamgalsor, incidéncia de agua
no convés e as solicitacbes do mar. Este métodpdee de uma das etapas da
concepcdo de um navio, conjuntamente com a seteg8istema propulsor, a analise
da forma, compartimentos, etc. Entre os diversodnpetros que devemos levar em
conta neste estudo, o espectro de mar € o0 quenosigteressa. Pois quando um
navio esta viajando pelo mar € excitado por ondeat@ias, que podem ser
representadas pela superposicéo de véarias onddaresgy Cada parcela destas ondas
regulares contribui com uma parcela de energia, éueoporcional a amplitude
daquela parcela de onda. Visto que ndo existe uidueoscilacdo dessas ondas,
w, = /n, a teoria classica das funcdes periddicas nadicéesiie para modelagem
deste sistema dindmico, logo o uso das funcbeseqeasddicas é necessério para

um estudo robusto.

Outro exemplo da importancia da aplicacdo das emgfuase-periddicas em
problemas fisicos € na construcdo de plataformasakon mar de extracdo de
petréleo. Estas serdo continuamente expostas eibgseflas ondas do mar, logo um
estudo do espectro do mar deve ser realizado adéngue ndo haja nenhuma
frequéncia de oscilacdo da estrutura que possareatn ressonancia com as

frequéncias de solicitacdo, o que poderia levatraiteira inteira ao colapso.

Vibragdes: Placas, cavidades, cascas e barras possuem medo®recoes

complexos que na maioria das vezes sdo modeladdsrm@es quase-periddicas.
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6. Consideracgoes Finais

A obtenc@o dos expoentes de Fourier através ddugdsode sistemas néo
lineares de Vandermonde demonstrou ser uma metgpdgboecisa e robusta, dados
0s bons resultados numéricos obtidos tanto emnsasteeais como em complexos,

além de ser aplicavel no caso de sistemas com snudteaveis.

Os resultados deste método se tornam ainda maiadasuquando combinados
com conhecimentos prévios da fung&@), que rege o comportamento do expoentes
de Fourierd;. Na realidade em muitos sistemas fisicos estanmE@gdo € conhecida,
pois esta lei representa o modelo fisico, send@aaacteristicas especificas do

sistema representadas pelas constantes, como dwstrdopicot.3.4.
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Anexos:

Anexo.1 Rotina Matlab — Matrizes Retangulares

% Dimensionamento das matrizes

f=size(m,m);
A=size(n,n);
d=size(m,m);
H=size(m,m);
V=size(n,m);
y=size(n);

% Criando uma matriz diagonal A de
coeficientes de Fourier

for k=1:n
for j=1:n
if (k==))
Ack,j)=a();
else
A(k,j)=0;
end
end
end

%Construcéo do vetor f

for k=1:m
f(k)=0;
end

for k=1:m
for j=1:n
f(k)=f(k)+ar()*xr(j)"k;
end
end

%Construcdo da matriz inversa da
diagonal "D"

for k=1.m
for j=1:m
it (k==j)
d(k.j)=1/j;
else d(k,j)=0;
end
end
end

while (abs_e > 0.0000000001/2)

%Construcdo da matriz de Vandermonde
a partir do vetor x

for k=1.m
for j=1:n
V(k,j)=x()"Nk-1);
end
end

%Construcdo da matriz de Hermetiana
V™V

H=V"*V;
%Calcula o vetor epsilon "e"
e=A\(H\V")*d*(conj(f')-V*A*x);

%Atualiza o vetor x e calcula a
convergénca

abs_e=e'*e;
abs_Xx=x"x;

for k=1:n
if (abs_e <=c*abs_x)
X(K)=x(k)+ e(k);
else
x(k)=x(k)+c*e(k)*abs_x/abs_e;
end

end

%Calcula o numero de iteracdes para
convergénca

count=count+1;
end

%Calcula o valor dos expoentes de
Fourier

for k=1:n

y(K)=-1i*log(x(k))/eps;
end

solucao=x
real=xr
iteracoes=count
lambda=conj(y")

end




Anexo.2 Rotina Matlab — Matrizes Quadradas

% Dimensionamento das matrizes

f=size(n,n);
A=size(n,n);
d=size(n,n);
v=size(n,n);
I=size(n,n);
aux=size(n,n);
u=size(n,n);
inv_v=size(n,n);
y=size(n);

% Criando uma matriz diagonal A de
coeficientes de Fourier

for k=1:n
for j=1:n
if (k==))
Ak.j)=a();
else
A(k,j)=0;
end
end
end

%Construcdo do vetor f

for k=1:n
f(k)=0;
end

for k=1:n
for j=1:n
f(k)=f(k)+ar()*xr(j)"k;
end
end

%Construcdo da matriz inversa da
diagonal "D"

for k=1:n
for j=1:n
i (k==j)
d(k,j)=1/;
else d(k,j)=0;
end
end
end

while  (abs_e > 0.0000000001"2)

%Construcdo da matriz de Vandermonde a
partir do vetor x

for k=1:n
for j=1:n
v(k,)=x()"(k-1);
end
end

%Construcdo da matriz inversa L de
Vandermonde

for k=1:n
for j=1:n
I(k,j)=1;
end

end

if (k~=))
I(k.)=1(k-1,))*1/(x(j)-
X(K));
else
for p=1:;j-1
I(k.)=1(k, ) (x()-
X(P));
end
end
end
end
end
end

%Construcdo da matriz inversa U de
Vandermonde

for j=1:n
aux(1,j)=0;
end

for k=1:n
for j=1:n
it (k==j)
aux(k+1,j+1)=1;
else if (k>))
aux(k+1,j+1)=0;
else
aux(k+1,j+1)=aux(k,j)-
aux(k+1,))*x(j-1);
end
end
end
end

for k=1:n
for j=1:n
u(k,j)=aux(k+1,j+1);
end

end

% Transposta da inversa da matriz de
Vandermonde

aux=u*l;

for k=1:n
for j=1:n
inv_v(k,j)=aux(j,k);
end

end

%Calcula o vetor epsilon "e"
e=A\inv_v*d*(conj(f')-v*A*x);
%Atualiza o vetor x e calcula a convergénca

abs_e=e"e;
abs_x=x"*x;

for k=1:n
if (abs_e <= c*abs_x)
X(K)=x(K)+ e(k);
else
x(k)=x(k)+c*e(k)*abs_x/abs_e;
end

end




Apéndices:

Apéndice.l Func¢des Periodicas
» Valor médio de uma funcéo:
Dada uma fun¢é@(x) continua no intervale- < x < o, chamamos de valor

médio de @, isto €&, M{p} ou M{p(x)}, a integral limt_)ooif_ttcp(t)dt. Duas

definicdes decorrentes do valor médio sdo as seguin

« Duas funcBe® e sdo ditas ortogonais $&py} = M{@y} = 0.
« Uma funcéop é dita normalizada s¢{yy} = M{|y|*} = 1.

» Sistema ortonormal de fungoes:

As fungBesg,, @,,.. @, formam um sistema ortonormgp(x)} se M{g;¢;} =
0, parai # j, e M{p;®,} = 1Vi € N. Um exemplo de sistema ortonormal sdo as

fungbese™ | onden € Z, pois:

t 2T
M{einxeimx} — liml einxeimxdt — _] einxeimxdx
towo 2t —t 2T 0
. . ei(n+m)2n -1
M{emxe””x}=—= 0 sem+n

2r(n+m)

t
M{einxe—inx} — limi einxeimxdt
tow 2t J_,

1 (%™ . ,
—j eMe™MXdy =1 Vne€eN
0

M{einxe—inx} — —

* Funcao puramente periodica (ou Fungéo periddica):

Uma fungaof é dita periodica se existe um vatog J, tal que a seguinte relagdo
é validaf (x + 1) = f(x) para qualquex € R. Assim podemos verificar algumas

propriedades.



Apéndice.2 Séries de Fourier de funcdes periddicas

A série de Fourier de uma funcéo periédfca) € L?[0, p], de periody, é a

representacdo desta em uma soma infinita de exp@menomplexa:

o]

Fl0)~ Z a,, e

n=1

Em que o n-ésimo coeficieni®,, chamado de coeficiente de Fourier, é

definido pela seguinte expressp= M{f (x)e~"*}.

Dadas duas fungbes periodigaso)~ Yo, a,e*™ e g(x)~¥=_, b,e*™*,
de periodap, f e g € L?[0,p] e k € R, as seguintes operacdes sobre as séries de

Fourier sédo validas:
« A série de Fourier da funcag (x) éX5_, ka,e*™*.

Prova: Dadgf € L2[0,p] = kf € L?[0,p], além dissal, = M{kf (x)e~"4"*} =
kM{f (x)e~*"} = ka,

» A série de Fourier da soma de duas fung¢@es g) (x) é igual a soma dos

coeficientes das respectivas séries-(g) (x)~Y%_; (ansby) e,
Prova: Dadd, g € L?[0,p] = (f + g) € L?[0,p]. Além disso
d, = M{[f(x) + g(x) ]e—ilnx} = M{f(x)e—i/lnx} + M{g(x)e—i/lnx} =a, + by,

« A série de Fourier de uma funcaf(x +k) € Y=_,a,.e”™ =

Zﬁ:l ane_‘ An kel/lnx

Prova: Dadaf € L?[0,p]e g(x) = f(x + k) a funcdo g € L*[0,p], assim
dn = M{f(x + k)e %} = M{f (x — k + k)e (=0} = g e=itnk

* A série de Fourier do produto de duas func@¢g)(x) € igual a

n=1 Cneinx' sendac, = Yy v=n auby.



Prova: Devido a complexidade ndo provaremos o mesrda multiplicagéo,
porém se o0 leitor desejar podera consultar sua w&magdo no livro “Almost

Periodic Functions” — Harald Bohr[1].

Apéncide.3 Matriz Pseudo-Inversa de Moore—Penrose

A matriz pseudo-inversa* da matriz4,, 4 ,, real ou complexa, é definida como

sendo a Unica matria x n que satisfaz os quatros critérios abaixo:

1. AATA = A, ondedA™ ndo precisa ser igual a matriz identidade.
2. ATAAT = A*, onde At é a fraca inversa da matriz A.

3. (AAY)* = AA*, onde AA* é a matriz Hermitiana.
4

. (ATA)* = AT A, onde AA™ é a matriz Hermitiana.

Onde a matrizA* é a matriz conjugada composta de A, no caso daeeel®s

reaisA* = A”.

Quando a matriA é de ordem cheia, isto €, linhas (ou colunas)fimente

independentes, a seguinte simplificacédo é valida:

Se as colunas da matriz A sédo linearmente indemtes, entdc*A admite

inversa, logo a seguinte expressao pode ser escrita
At = (4*A)4*

Se as linhas da matriz A sao linearmente indepéesieentdaoAA* admite

inversa, logo a seguinte expresséo pode ser escrita
At = A" (AAD)T!

Evidentemente no caso de linhas e colunas linedemetiependentes:

Apéncide.4 Fourier-Stieltjes Algebra

A algebra de Fourier ocorre naturalmente na andlsendnica de grupos

localmente compactos, desempenhando um importapiel pa teoria de dualidade



destes grupos. Tanto a algebra de Fourier-Stiagljew a algebra de Fourier de um

grupo localmente compacto foram introduzidas perrBiEymard em 1964.

SejaB(G) uma algebra de Fourier—StieltiesA€G) uma algebra de Fourier tal
que o grupo local e compactd seja abeliano. Sej#(G) a medida algébrica das
finitas medidasi e L,(G) a convolucdo algébrica das funcdes integraveis, emde

G é o caracter do grupo abeliafio

A transformada de Fourier-Stieltjes de uma medittafu emG é uma funcag

ema, tal que:

A = j X@du(x), xeG

G



