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RESUMO

A industria automotiva brasileira vem crescendo cada vez mais, registrando a
cada ano recordes de venda no mercado nacional. Junto com tal crescimento, além de
uma alta competitividade entre as montadoras, surge um consumidor final
preocupado e exigente com aspectos como desempenho, consumo, preco e conforto
oferecidos pelos veiculos.

Dentre os diversos fatores que influenciam no conforto do usuario, a industria
vem investindo em pesquisas para solucGes de ruidos e vibragcdes induzidas no
automovel, conhecidos como NVH (noise, vibrationandharshness)1

Tendo tal fato em vista, este projeto tem como objetivo estudar a influéncia
da flexibilidade da cremalheira, a fim de se avaliar o ruido de batida (knock-noise)
gerado em caixas de diregdo automotiva do tipo pinhdo-cremalheira.

Para estudar esse problema foram levantadas as caracteristicas de uma caixa
de direcdo, onde foi constatado o problema de ruido por batida, e foi criado um
modelo simplificado do contato entre a cremalheira e a bucha de apoio, levando em
conta a folga existente entre esses componentes, onde se pode entdo avaliar
numericamente seu resultado. Apos tal andlise foi estudada pelas equagdes de
Duffing e de Mathieu a estabilidade do modelo, aproximando a curva descontinua de
elasticidade desse por uma curva do terceiro grau.

Foi constatado que dentro de uma determinada faixa de frequéncias o sistema
apresenta instabilidade, o que explica a existéncia do ruido no equipamento. Como a
faixa de frequéncias ndo é extensa explica-se o fato de somente em algumas caixas

de direcdo serem rejeitadas no teste de qualidade.

1 , . ~
Ruido, vibragdo e dureza



ABSTRACT

The Brazilian automotive industry is growing, beating sales record each year
in the national market. With this comes a consumer more demanding with aspects
like performance, fuel consumption, price and comfort offered by the vehicles.

Among the many aspects that influence in the comfort of the driver, the
industry is investing in researches for solutions to the noises and vibrations induced
in the vehicles, known as NHV (noise, vibration and harshness).

With that in sight, this article has the objective of studying the influence of
the rack’s flexibility in the knock-noise induced in pinion-rack steering box.

To study this problem the characteristics of a steering box that presented the
knock-noise problem were calculated and a simplified model of the contact between
the sleeve and the rack was build, allowing its numerical analysis. After that the
problem was approached by the Duffing’s and Mathieu’s equations, with the
intention of study the stability of the model, approximating the elasticity’s
discontinue curve of this model by a third degree curve.

It was found that in a certain range of frequencies the system presented
instability, which explains the existence of the knock-noise. As the frequency range
isn’t extensive, explained the fact that only a few steering-boxes were rejected in the

quality test.
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1. INTRODUCAO

1.1 O sistema de direcao

O sistema de direcdo automotiva tem como principal funcdo transmitir os
movimentos do volante, comandado pelo motorista, as rodas do veiculo com intuito
de conduzi-lo em seu trajeto.

Existem diversos tipos de configuracbes para esse sistema, sendo que
normalmente espera-se que todos efetuem uma desmultiplicacéo da forga necessaria,
reduzindo os esforcos e facilitando a estercagem das rodas. As configuracdes podem
ser, dentre outras:

e Direcbes com setor e rosca sem-fim;
e Direcbes com lingleta;

e DiregOes com esferas;

e Direcbes com cremalheiras;

e Direges servo-assistidas.

Nesse trabalho serd estudada a direcdo do tipo pinhdo-cremalheira assistida
hidraulicamente, que vem se tornando o tipo mais utilizando em veiculos leves,
caminhonetes e utilitarios esportivos, acima de tudo por possuir uma configuracdo
bastante simples.Essa configuracdo de sistema de direcdo automotiva é formada
pelos subsistemas da coluna de direcdo, sistema de bomba hidrdulica e a caixa de
direcdo pinhdo-cremalheira propriamente dita, que serdo discutidos brevemente
adiante. Podemos ver na Figura 1um esquema basico de sistema de direcdo com cada

um desses subsistemas.
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Figura 1 - Sistema de direc¢éo pinh&o-cremalheira

1.1.1 Coluna de direcao

A coluna de direcdo é o subsistema responsavel por conectar o volante ao
mecanismo de direcdo, ou seja, a caixa de direcdo propriamente dita transferindo o
torque realizado pelo motorista até esse mecanismo.

Fora isso, esse subsistema é projetado para alocar as alavancas de setas,
alavancas de limpadores de para-brisas,acionamento da buzina, sistemas as troca de
marchas, dentre outros, além de prover ao motorista a percepcdo de vibragoes
provenientes de pistas irregulares ou induzidas da caixa de direcdo e dissipar a

energia caso haja uma colisdo frontal.

1.1.2 Bomba hidraulica

O subsistema da bomba hidraulica é o responsavel pela assisténcia hidraulica

capaz de reduzir os esforgos necessarios ao estercamento das rodas. Faz parte desse
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subsistema a bomba hidréulica em si, um conjunto de mangueiras hidraulicas e o
reservatorio de oleo.

A energia hidraulica é fornecida ao sistema de direcdo por uma bomba
rotativa de palhetas acionada pelo préprio motor por meio de uma transmissao polia-
correia.

As mangueiras sdo de extrema importancia ao subsistema, pois além de
direcionar todo o fluxo de 6leo da bomba até a caixa de direcdo, qualquer falha que
ocorra nesse sistema causa a perda total da assisténcia hidraulica ao sistema de

direcéo.

1.1.3 Caixa de direcédo pinhdo-cremalheira

Nessa secdo serdo discutidos os componentes desse subsistema que sao

importantes para o estudo do ruido “knocknoise”.

1.1.3.1 Carcaca

A carcaca da caixa de direcdo, Figura 2, tem como objetivo alojar o
engrenamento do pinhdo-cremalheira além de conter o 6leo sobre pressao que gera o
auxilio hidraulico a direcdo. Segundo Cruz, J. M. Xavier (2006) explica que devido a
necessidade de uma alta precisao das cavidades dos furos dos demais componentes, a

carcaca € um componente critico para geracdo de ruido.

Figura 2 - Carcaca da dire¢do hidraulica
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1.1.3.2 Sujeitador

O sujeitor, Figura 3, € 0 componente da caixa de direcdo que tem como
objetivo gerar a pressdo necessdria para manter o engrenamento do pinhdo-
cremalheira, por meio de uma mola helicoidal ligada a uma porca, onde é realizado o
ajuste dessa presséo.

Em sua dissertacdoCruz, J. M. Xavier (2006) cita que as caracteristicas da
mola sdo muito importantes para a geracdo de ruido. Quanto maior a constante
elastica dessa, menor o ruido gerado, porém conseqientementemaior serd a forca

necessaria para o estercamento das rodas do veiculo.

: SUJEITADOR
¥y . _ moLa

@

PORCA DO SUJEITADOR
=]

Figura 3 - Sujeitador da caixa de dire¢do

1.1.3.3 Bucha

Esse componente, Figura 4, serve como ponto de apoio para 0 conjunto
pinhdo-cremalheira além de delimitar o volume da camara de 6leo, evitando o vazédo

desse para outras partes da carcaca.
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BUCHA DA CARCACA

Figura 4 - Bucha da carcaca

1.1.3.4 Pinhao e cremalheira

O pinhdo juntamente com a cremalheira sdo 0s responsaveis pela
transformacéo do movimento de rotagdo imposto ao volante em movimento linear de
translacdo que ira direcionar as rodas do veiculo. O material e projeto desses
componentes sdo de extrema importancia, ndo somente para 0 aumento do
desempenho do veiculo (melhor engrenamento dos dentes e melhor peso do sistema),
mas também para a seguranca dos passageiros, uma vez que qualquer falha que
ocorra nos dentes destes causa a perda total do controle do automovel.

Figura 5 - Cremalheira e pinh&o
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1.2 O ruido “knock-noise”

Esse tipo de vibracdo induzida na caixa de direcdo que sera estudada nesse
trabalho trata-se de uma batida perceptivel ao condutor do veiculo tanto
auditivamente quanto tatil, por meio do volante. Segundo Cruz, J. M. Xavier (2006)
esse ruido pode ser causado:

e Pela batida dos dentes da cremalheira contra os dentes do pinhéo;
e Pela batida do sujeitador na porca do mesmo;

e Pela batida da cremalheira em outras superficies (carcaca e bucha).
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2. METODOLOGIA

Esse capitulo tem como intuito estudar a influéncia da flexibilidade no ruido de
knock-noise. Pretende-se criar um modelo massa-mola discreto a partir do modelo
simplificado de viga continua da cremalheira estudada, utilizando entéo a equacao de
Mathieu para determinar se a folga existente entre os componentes é suficiente para

que a flexibilidade seja relevante no estudo.

2.1 Dados da cremalheira

No dia 24 de marco de 2010 no laboratdriodo IPT foram realizadas medicGes
com o intuito de obter o diametro e o comprimento da cremalheira, tal como o
diametro do furo da bucha e a folga existente entre eles.

O didmetro do eixo da cremalheira foi obtido por meio de uma série de
medidas com um micrdmetro (marca Mitutoyo, n® 193-101 com escala de 0-25 mm e
0,01 mm de precisdo). O comprimento da cremalheira por sua vez foi obtido por
meio de uma trena.

O diametro do furo da bucha foi obtido também por meio de uma série de
medidas, porém realizadas com um paquimetro (marca Mitutoyo com escala de O-
150 mm e 0,05 mm de precisdo). Os diametros obtidos tal como a média dos mesmos
sdo apresentados na Tabela 1.

Pode-se perceber que devido a erros de medicdo, principalmente devido a
maior dificuldade na obtencdo do didametro do furo e diferenca de precisdo dos
equipamentos, o diametro interno da bucha encontrado € menor do que o diametro do
eixo. Na pratica esse resultado é impossivel, mas torna-se importante para notar quao

pequena € a folga existente entre esses dois componentes.



Tabela 1 — Valores de comprimento e didmetros

Comprimento da Cremalheira

673 mm

Diametro da Cremalheira
(mm)

Diametro do furo da
bucha (mm)

Eixo 1

Eixo 2

Bucha

21,97+0,01

21,95+0,01

21,9+0,05

22+0,05

21,97+0,01

21,955+0,01

21,95+0,05

21,95+0,05

21,97+0,01

21,945+0,01

22+0,05

22+0,05

21,965+0,01

21,95+0,01

21,9+0,05

21,95+0,05

21,97+0,01

21,94+0,01

22+0,05

21,95+0,05

21,97+0,01

21,95+0,01

21,9+0,05

21,9+0,05

21,965+0,01

21,95+0,01

21,95+0,05

21,95+0,05

21,965+0,01

21,95+0,01

21,9+0,05

21,95+0,05

21,97+0,01

21,95+0,01

21,95+0,05

21,95+0,05

21,962+0,01

21,95+0,01

21,9+0,05

21,9+0,05

Média

21,95835+0,002

21,9425+0,01

Desvio padrao

0,0102

0,0373

2.2 Método para medicéo da folga
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Como nao foi possivel determinar a folga entre os componentes utilizando

somente a diferenca entre as médias encontradas, foi proposto outro tipo de medicéo,

em que dois relégios comparadores foram posicionados entre as duas extremidades

da bucha, e foram medidos os deslocamentos quando aplicada uma forca na

extremidade da cremalheira. O esquema de montagem pode ser visto nas Figura 6 e

Figura 7.
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Figura 6 - Esquema de montagem na bancada

Figura 7 - Montagem dos rel6gios comparadores

Os relogios utilizados no experimento sdo da marca Mitutoyo, n° 2046-08
com precisdo de 0,01mm (relégio 1) e da marca Peacock, n°® 207 com precisao de
0,01 mm (reldgio 2). A configuracdo da montagem com suas respectivas distancias
podem ser vistas na Figura 8.
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Relogio 2 Relogio 1
54 mm

Y

70mm

i
Y

Figura 8 - Distancia entre relogios

Aplicando uma forca vertical na extremidade direita da cremalheira podem-se
obter os deslocamentos demonstrados na Figura 9. Os valores desses deslocamentos
sdo apresentados na Tabela 2, onde f1 e f2 sdo as somas dos deslocamentos nas

diferentes direcoes.

Relog
(o]

[/

jdc

1. -

Ay

Figura 9 - Deslocamentos verticais



Tabela 2 - Deslocamentos dos relégios comparadores

Reldgio 1 Reldgio 2
(x0,01mm) (x0,01mm)
Direcéo f1 f2

Tes(ie ﬁ ﬂ ﬁ ﬂ

1 10+1 25+1 | 35+x1,4 | 3+1 | 10+1 | 1314

2 5+1 14+1 | 19+14 | 1+1 71 8+1,4

3 2+1 11+1 | 13+14 | 01 5+1 5+1,4

4 2+1 9+1 |(11+£1,4 | 0O£1 4+1 4+1.4

5 2+1 11+1 | 13+14 | 01 5+1 5+1,4

6 3+1 10+1 | 13+14 | 1+1 5+1 6+1,4

7 2+1 71 9+14 | 0£1 4+1 4+1.4

8 4+1 71 | 11+1,4 | 11 4+1 5+1,4

Pode-se entdo construir o tridngulo de deslocamentos mostrados na Figura 10,

onde d. é o diametro da cremalheira e a folga e entre a bucha e a cremalheira € obtida

pelas eq.01 a eq.03:

e=x-—d,

x=f2+dc+2t

— (fi—f2)*d;
2x(d1+d3)
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f2+dc
-d2

-dl

fl+dc

Figura 10 - Triangulo de deslocamentos

Calculando os valores de t e x, obtém-se o valor da folga e, apresentados na Tabela 3.

Tabela 3 - Calculo da folga

t (mm) x (mm) e (mm)

0,0251+0,0165 22,1386+0,0146 0,180286+0,0147
0,0126+0,000826 22,0635+0,0143 0,105143+0,0145
0,0091+0,00061 22,0266+0,0142 0,068286+0,0144

0,0080+0,000526 22,0144+0,0142 0,056+0,0144
0,0091+0,000601 22,0266+0,0142 0,068286+0,0144
0,0080+0,000526 22,0344+0,0142 0,076+0,0144

0,0057+0,000376 22,0098+0,0142 0,051429+0,0144
0,0069+0,000451 22,0221+0,0142 0,063714+0,0144

Média 0,0836+0,0051
Folga Radial (mm) 0,0418+0,0026
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2.3 Modelo simplificado

Nessa secdo sera estudado o modelo simplificado do contato entre a
cremalheira e a bucha mostrado na Figura 11, onde M émassa equivalente da

cremalheira, k a constante eléstica dessa e ea folga existente entre esses
componentes.

y

E
<
M
-
Z
J

Figura 11 - Modelo simplificado

A massa da cremalheira é dada pela eq. 1, ondepé a densidade do material e
V o seu volume.

m=p.V (04)

Considerando que a cremalheira pode se deslocar como mostrado na Figura 9,
podem-se aproximar as caracteristicas desse por uma viga em balanco, engastada em
uma de suas extremidades. Dessa maneira, segundo Rao 2003 tem-se que a deflex&o

estatica, considerando uma carga em sua extremidade livre, é dada pela eq. 5

Px? i X
y() = (31 - x) = 22

<E] IE Bl—x) (05)
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Derivando a eq. X e substituindo na equagdo da maxima energia cinética da

viga (eq.2) é possivel obter a eq. 6

1 1
o =3 | T 000 (06)

2

Y 1 . 2
M (Ymax 2] _ .3 =ﬂ(}’max) (ﬁ 7)=1(£ )_2’

Sendo m,, a massa equivalente da viga em balanco, a maxima energia

cinética também pode ser expressa pela eq.8

1
Tnsx = Emeqyrznéx (08)

Igualando a eq.7 e a eq.8 tem-se que a massa equivalente da viga é dada pela
eq.9.

33

meq = mm (09)

A constante elastica da cremalheira é obtida aproximando as caracteristicas
dessa a de uma viga engastadasob flexdo. De Gere, James (2001) sabe-se que a
constante elastica nessa situacao € dada pela eq. 10.

3EI
k=F

(10)
Para se determinar a rigidez El da cremalheira, utiliza-se a eq. 11, que
relaciona a frequiéncia natural de vibragdo de uma viga, seu modo de vibrar e sua

rigidez, retirada de Blevins, 1993.

5 1
)'i EI\2 .
e (B

~ 212 \m,

=1,2,3,.. 11)
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ondef € a freqliéncia natural em Hz, m; é a massa por unidade de comprimento e L o
comprimento da viga.

Uma vez determinadas as caracteristicas do sistema pode-se entdo estudar a
equacdo diferencial que governa o movimento desse. Essa equacgéo diferencial pode

ser escrita como mostra a eq.12.

azx_ (t ax) 12
atz_f arn (12)

ondef(t,x) é a forca de restauracdo causada pela mola e f (3—’:) é a forca de

amortecimento que ndo sera levada em consideracao nesse estudo.
Devido a folga existente entre a cremalheira e a bucha, a equacdo diferencial

do movimento é expressa pela eq.13.
X + G(x) = Fcos(Qt) (13)

ondeG(x) € a forca de restauracdo mostrada na Figura 12e pode ser expressa por

k
—(x—e), x>e
m

G(x) =10, —e<x<e

k
—(x+e), x<-—e
m

GIXI§

Figura 12 - Forca de restauragdo
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k ~ ~ .
Chamando - de w? e reescrevendo a equacido, chega-se a equacéo final que

rege 0 movimento do sistema, mostrada na eq.14

X+ w?x = H(x) + Fcos(Qt) (14)
sendo H(x)

w?e, x>e
H(x) =1 w?x, —e<x<e

—w?e, x < —e

Para utilizar softwares que integram numericamente a equacéo diferencial de
segunda ordem apresentada pela eq.6, é necessario demonstra-la em um espaco de

estado. Dessa maneira chega-se no sistema de equacGes apresentadas na eq.15.

[z] - [—2)2 (1)] [i] t [H(x) + Igcos(ﬂt) (15)

2.4 Método dos minimos quadrados

Para evitar as complicacBes de integracdo devido as descontinuidades
existentes na funcdo G(x) apresentada na eq. (13),ird se aproximar essa funcao pela
fungéo F(x).

A escolha da familia de F(x) deve ser tal que essa se aproxime ao maximo do
comportamento de G(X) e apresente caracteristicas que facilitem os calculos de
integracédo e auxilie no tratamento da equacgao que governa o movimento do modelo.

Dessa maneira ira se aproximar G(x) por uma F(x) apresentada na eq. (16)
F(x) = apx + a;x3 (16)
Pelo método dos minimos quadrados, como demonstrado em Humes, Ana

Flora (1984), determina-se os coeficientes da eq.(16) resolvendo o sistema

apresentado na eq.(17).
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Xf
(G(x) —agx — a;x3)xdx =0

X (17)
(G(x) —agx — a;x)x3dx =0

Xi

2.5 Equacdo de Duffing

Considere a equacdo periodica como apresentada na eq.(18), retirada de
Newland, D.E (1989).Essa é chamada equacédo de Duffing em nome do autor que fez
a primeira publicacdo relevante sobre sua solucdo. Nesse trabalho ndo sera

considerado o amortecimento, obtendo-se entdo a eq. (19).
X + 2LwoX + wix + yx3 = Pcos(Qt) (18)
% + wix + yx3 = Pcos(Qt) (19)

Como mostrado em Panokvo (1971), assume-se que a eq. (19) possui uma
solucdo periodica tal que T = %” e sendo A sua amplitude na deflexdo maxima da

mola, pode-se dizer que a primeira aproximacao para a solucdo é dada por (20), que é

a soluco exata para um sistema sem o termo nao linear em x°.
x = Acos(Qt) (20)

Reescrevendo a eq. (19) como mostrado em (21), sabendo que cos(0) =
%cos(@) + icos(30), e substituindo-se a solucdo (19) no lado direito da equacéo,

encontra-se entdo a eq.(22).

i+ Q%x = (Q%2 — w3)x — yx3 + Pcos(Qt) (21

¥+ 0% = [(Q% — w?)A _3 A3 + P| cos(Qt) 1 A3cos(30t) (22)
0 4]/ 4]/
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Segundo Panokvo (1971),se a equacéo entre colchetes for diferente de zero a
solucdo de (19) ndo sera periddica e criarda uma condicdo ressonante. Dessa maneira,

elimina-se esse termo.
2 2 3 3
Q —wo)A—Z)’A +P|=0 (23)

Se a condicdo na eq.23 for atendida a eg. 22 assume a forma apresentada na
eq.25.

1
¥+ Q%x = Z)/A3cos(39t) (24)
A3cos (30t A3
4 ( S )2 =— 3y292 cos(30t) (25)
402 [1 -(3) ]
Q

A solucdo particular da eq.25dada na eq.26, leva a solucdo geral (28) dessa

equacdo na qual os coeficientes C; e C, sdo dados pelas condig¢des iniciais do

~ 5 T
problema, que nesse caso sdo x =aex =0emt = +

3

_ _r
x = C,cos(Qt) + C, sen(Qt) 3202 cos(30t) (26)
c=a+ 2 2o 27
1= 3292 y L2 — ( )
yA?
x = Acos(Qt) — 3202 (cos(ﬂt) — cos(SQt)) (28)

2.6 Equacao de Mathieu

A equacdo do tipo apresentada em (29) é a chamada equacdo de Mathieu.

Segundo tal equacéo a solucédo de x(t) depende da magnitude do adimensional a e da
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. ~ A - Q . A e . ~
magnitude da razdo de frequenmas;, onde Q € a frequéncia de excitacdo e w a

frequiéncia natural de oscilacdo do sistema.
i+ w?(1+acos(Qt))x=0 (29)

Dessa maneira sdo definidos dois parametros utilizados na busca da solugéo

da equacédo de Mathieu, mostrados em (30) e (31).
w
5= (5) (30)

£ = (g) o (31)

A solucdo da equacdo de Mathieu foi extensivamente estudada por diversos
autores que puderam gerar o diagrama de estabilidade como mostrado na figura 9.
Nele podem-se ver as regides onde a combinacdo de § e egeram instabilidades no
sistema.

Para se obter essas solucbes da equacdo de Mathieu, sabe-se que a eq.29
possui um periodo T = 2 *g 0 que implica que a solucbes x(t) dessa equacao

seguem a propriedade mostrada na eq.30 onde ¢ ¢ uma constante.
x(t+T) = ox(t) (30)

Como a eq.29 € uma equacdo de segunda ordem, linear em x e x e
homogenia, ela sempre terd duas solugdes particulares e sua solucdo geral serd uma
combinacéo dessas duas.

Se existir uma solugdo na qual o>1, a amplitude da resposta aumentara
indefinidamente e a solu¢do serd instdvel. Caso o<l a amplitude da resposta
diminuird com o tempo ¢ a solugdo sera estavel. Se |o|=1 a solugdo também sera

estavel, uma vez que a amplitude se mantera constante.
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Os dois valores possiveis de o (o1 € 0,) dependem dos pardametros a e %

como definidos nas equacdes 30 e 31. Segundo Newland, D.E (1989) é mostrando na
teoria das equacOes de Mathieu que, se for tragado um diagrama de 6 por € existirdo
regides continuas nas quais |o1/>1 e |o2/<1l, mostrando entdo as regifes de
estabilidade e instabilidade do sistema. Os limites entre essas regides sdo dados nas
combinagdes entre 0 € € nos quais 61=0,=%1.

Se o1=+1, a €9.30 nos da a eq.31 cuja resposta possui um periodo T e pode

ser escrita como uma expanséo de Fourier mostrada na eq.32.

y(E+T)=y() (31)
y(t) =ay + Z(ajcosjﬂt + bjsenjﬂt) (32)
j=1

Utilizando as identidades trigonométricas da eq.33 e substituindo as solucdes

periddicas na eq.29 pode-se chegar na eq.34.

{Zcosﬂtcosjﬂt =cos(1+j)Qt + cos (1 —j)Qt (33)
2cosQsenjQt = sen(1 + j) Qt + sen (1 — j)Qt
- Z(ajcosjﬂt + bjsenjQt) + 8 |ay + Z(ajcosjﬂt + b;senjQt)
a; 1y . .
+& |5+ agcosit + EZ(achos;Qt + bj,,senjQt)
=1
£
+3 z(aj_lcosjﬂt + b;_ysenjQt)| =0 (34)
=1

Para que a eg.34 seja verdadeira, todos 0s termos em seno e cosseno devem

ser zero. Colocando esses valores em matriz, tem as eq.35 e eq.36.



5 =
2
s—1 =
€ 2
&
2
&
2
5—1 <
2
£ s-a
2
&
2

N| M

N| M

N| m

30

(35)

(36)

N| m

5 — N?

Nota-se que para que as condigdes dessas equacdes sejam atendidas & deve

ser 0s autovalores das matrizes A e B mostradas em 37 e 38.

N[ M = N M

N m D N M

O© N Mm

N| m

N| m

N| m

(37)



N[ M =
N M B N M
O© N Mm

N| M

N| m

NZ
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(38)

Analogamente para 6;=-1 pode-se obter as matrizes C e D, cujos autovalores

também sdo os valores de o.

1 ¢ £
4 2 2
£ 9 £
2 4 2
g 25 £
C= 2 2
-1+£ £
4 2 2
£ 9 £
2 4 2
e 25 £
D= 2 4 2

£
2
e (2N —1)?
2 4
£
2
e (2N —1)2
2 4

(39)

(39)

Pode-se entdo plotar os autovalores de A, B, C e D utilizando o programa em

Matlab apresentado no Anexo A.



=]

Figura 13 - Diagrama de estabilidade de Mathieu
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3. RESULTADOS

3.1 Caracteristicas do sistema

Para estudar-se 0 movimento da cremalheira regido pela eq. 6 é necessario em
primeiro lugar calcular suas caracteristicas.

Utilizando a eq.1 calcula-se a massa da cremalheira estudada. Admitiu-se
uma densidade p igual a 7,85g/cms3, aproximadamente a densidade dos acos
utilizados para engrenagens.

Outra simplificacdo a se realizar é a aproximacao da cremalheira a um eixo
cilindrico. Como grande parte da cremalheira é cilindrica e a parte dentada é obtida

pelo forjamento desse eixo, ndo se perde muito com essa aproximacéao.

33xm  33x*p D?* 33 %7850 (21,958x1073)2
M= = m.L.—=——.0,673.1

140 140 ° 4 140

= 0,472kg

Por meio de testes de bancada realizados em laboratério, sabe-se que a
cremalheira estudada vibrando livre-livre em seu primeiro modo (i=1) possui uma
freqiéncia natural f; = 100Hz. Dessa maneira, como na configuracdo livre-livre

tem-se A, = 4.73, arigidez El é cremalheira é dada pela eq.3

21tL2>2 (100. 2m, (673x1073)?
m; =

2
1,4859 = 240,41N /m?
12 4,732 ) ’ /m

EI=<f1

Tendo o valor da rigidez pode-se entdo utilizar a eq. 2 para determinar a
constante de elasticidade k da cremalheira.

3EI 3 x240,41

k = —
L3 0,6733

= 2366,1N/m
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3.2 Modelo de elasticidade cubica
Para eliminar os possiveis problemas existentes devido as descontinuidades
da eq.(13) aproxima-se essa funcdo por outra funcdo como mostrado em (8).

Resolvendo o sistema (9) de equagOes obtém-se os coeficientes mostrados abaixo.

—-e e e Xf
(k(x + e)xdx + f 0 * xdx +J- (k(x —e)xdx — (agx + a;x3)xdx =0
Xi —e —e Xi
—-e e e Xf
(k(x + e)x3dx + f 0 = x3dx +f (k(x —e)x3dx — | (apx + a1 x)x3dx =0
Xi -e -e Xi

X3 x2 2 eX:2  eX;? X3 x3 X x>
k(i__l__es+es__f__l>_a0(4__l>_al<f _ l>=o
7

3 3 3 2 2 3 3 5 5
5 5 4 5 5 7
5 5 5 2 4 4 °\' 5 5 1\ 7 7

Uma aproximacgdo em torno de 2 vezes o valor da folga, ou seja, Xf =
0,08643mm e Xi = —0,08643mm, resulta nos coeficientes a,e a, mostrados e que

aproximam a eq.(6) pela f(x), como mostrado no gréafico da figura 10.

a, = —134,016

. =2 1 11
kg*m' aq ,08* 0 —kg*(m)3

f(x) = —134,016x + 2,08 * 101143
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Fungao aproximada pelo MMQ

No

—4— Real
0,1 MMQ

No
(4]

X (mm)

Figura 14 - Gréfico da funcao aproximada pelo MMQ

Pode-se notar que a funcdo se aproxima satisfatoriamente a curva de
elasticidade descontinua dentro do intervalo escolhido, permitindo que seja realizada

uma analise mais profunda do sistema estudado.

3.3 Utilizando a equacéo de Duffing

Nessa parte do trabalho sera utilizada uma equacdo do tipo mostrado na eq.
(29) que descreve 0 movimento do sistema segundo a equacdo de Duffing e seréd
considerado um pequeno desvio Ax, como demonstrado em Newland, D.E (1989).
Substituindo x por x + Ax chega-se na equagdo mostrada abaixo.
X + w3x + yx3 = Pcos(Qt)

(x + AX) + w3 (x + AX) + Y(x + Ax)3 = Pcos(Qt)

Ax + w3Ax + 3yx*Ax = 0
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Substituindo x=Acos(£2t) como a primeira aproximagdo para a equagao de

Duffing tem-se

Ax + wiAx + 3yA%cos? (Qt)Ax = 0
.. A?
AX + wiAx + l7 1+ cos(Zﬂt)l 3yAx =0

3yA%? 3yA?
7t

Ax + [u)(z) + cos(ZQt)l Ax=0

. 3yA? 3yA?
A 2 1 —_— 20t) | Ax =
X + (ooo + > ) l + (20)(2) WY cos(20t)[Ax =0

A equacdo encontrada em Ax ¢ da forma da equacdo de Mathieu. A

A . . A?
freqiiéncia do termo forgante Q foi substituida por 2Q e w? = (oo(z) +3YT) e
_ 3yAZ2 )
a= (2w§+3yA2 '

Resolvendo a eq.(15) pode-se encontrar o valor de A para qual a equacao de

Encontrados os valores de A, é possivel encontrar os valores de w? e a.
Variando os valores de Q é possivel encontrar todos os valores de A que tornam a
equacdo de Duffing periddica.

Utilizando como exemplo, uma freqiiéncia de 100Hz e um forca de , tem-se o

seguintes valores de A

(1002 2366,1) 3 2,08x10!1 10
— ——x
4

A3 =
0,427 0427 toaz7]| =0
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A=4,1*10"m; A=2,051*10" + -3,37*10%i

Desprezando as raizes imaginarias, encontram-se os valores de w? e a.

w? = 128368ea = 0,9976.

3.4 Utilizando a equacéo de Mathieu

Estamos interessados em saber se a solu¢ao encontrada ¢ m Ax ¢ estavel ou

2
instavel. Tal estabilidade vai depender de onde a combinacdo de a e (%) esta nos

diagramas de estabilidade de Mathieu.
Segundo Newland, D.E (1989) os limites de instabilidade para o caso nédo

amortecido podem ser calculados como mostrados a seguir. As equacdes para os dois

2
limites de estabilidade passando por (%) = %séo dados por

NN
[+
N| M

Eliminando ¢ utilizando a eq.(23) encontra-se a equacgéo abaixo

Dessa maneira a instabilidade serd dada quando a freqiiéncia de excitagao 22

é tal que

1 2 1
4—2as(%) S4+2a

Pode-se encontrar a faixa de freqiéncias de excitacdo que geram a

instabilidade do sistema, dada por
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onde,
0 =o0(1+2)"
0,=0(1-%)"

Utilizando a linha de comando mostrada no anexo C, pode-se calcular a faixa
de freqiéncia que geram a instabilidade no sistema, e que atendam a equacéo de
Duffing.

Porém ao rodar o programa com os parametros determinados anteriormente,
ndo se encontram freqliéncias que geram uma resposta periddica da equacdo de
Duffing e que geram instabilidade ao sistema.

Outra maneira de resolver o problema ¢ tracar a curva de o no diagrama de
Mathieu e determinar onde estdo as frequéncias que geram a instabilidade.
Calculando a faixa de valores de o, nota-se que esse fica em torno de 0.99 para

freqiiéncias de 1 a 10000Hz. Tragando essa curva, se obtém o diagrama da Figura 15.

Diagrama de Mathieu (alpha=0.99)
8 T T T T T T T

Figura 15 - Diagrama de Mathieu
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Os valores de & encontrados que estdo na faixa instdvel sdo apresentadas

naTabela 4.

Tabela 4 - Valores de delta

o1 02
18 faixa 0,406 0,666
22 faixa 0,964 1,233
32 faixa 1,460 1,792

Deve-se entdo encontrar valores de Q; e Q, que atendam a equacdo de

Duffing e as condigOes da tabela 4. Dessa maneira tem-se

5= (%)2 - w? =602

3yA? 3yA?
w2=<w(2)+ YZ )—)692=(co%+ Yz )

3
(O — w)A -7 yA* +P =0

Podem-se calcular os valores de Q2 e A que atendem as equagdes acima com
0 programa no apéndice E. Dessa maneira, pode-se chegar na 1% faixa de
instabilidade mostrada na tabela 5.

Tabela 5 - Frequéncia de instabilidade

Q1 Q2

12 faixa 91,215 116,826
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3.5 Integracdo Numérica
4.5.1. Integracédo do modelo descontinuo

Uma vez obtidos os valores das caracteristicas da cremalheira, pode-se
estudar a equagdo do movimento. Substituindo os valores encontrados obtém-se a

seguinte equacéo

.. F
X +2366,1X = H(X) + acos(ﬂt)

sendo H(X)
0,21 X>e
H(X) =1{2366,1X, —e<X<e
-0,21, X< -—e

Simulando no ambiente Simulink do Matlab, com o diagrama e paramétros
apresentados no apéndice B, resolve-se a equacdo pelo método de integracdo
numeérica. Obtive-se a resposta para a posicdo em funcdo do tempo mostrada na
figura. Para a simulagdo foi admitido F=10N com uma frequéncia de excitagdo
Q=1Hz, 0=50Hz, 0=100Hz e Q=150Hz. O periodo da simulacéo foi de 10 segundo.
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Figura 16-Deslocamento por tempo (1Hz)
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Figura 17 - Deslocamento por tempo (50Hz)
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Figura 19 - Deslocamento por tempo (150Hz)
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Como pode ser observado nas simulagdes acima, todas as simulacfes
apresentaram uma resposta senoidal, harménica e como frequiéncia de oscilacao igual
a freqliéncia de excitacdo, caracteristicas esperadas se nao existisse a folga no
sistema. Pode-se observar que todos os deslocamentos apresentam amplitudes
superiores a folga na bucha, o que caracterizaria 0 impacto, porém nao apresentam a

instabilidade que se esperava.

4.5.2 Integracdo do modelo cubico (Duffing-Mathieu)

Para mostrar a instabilidade gerada pela ndo linearidade cubica da constante
elastica encontrada pelo método dos minimos quadrados, foram plotadas as respostas
da equacdo de Duffing para85Hz,95Hz, 100Hz, 110Hz e 130Hz. Para realizar a
simulacdo foi utilizado o programa em Simulink do Matlab apresentado no Apéndice
F.

As posic¢Oes das frequéncias no diagrama de Mathieu séo apresentadas na
figura.

X 10>4

-1

Figura 20 - Deslocamento por tempo (85Hz)
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-1

-2

x 10”

Deslocamento por tempo (95Hz)
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r

x 10*

1 2 3 4 5 6 7 8
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Figura 21 - Deslocamento por tempo (95Hz)

Deslocamento por tempo (100Hz)
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Figura 22 - Deslocamento por tempo (100Hz)
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x(m)
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Figura 24 - Deslocamento por tempo (130Hz)

X 10 Deslocamento por tempo (110Hz)
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Figura 23 - Deslocamento por tempo (110Hz)
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Pode-se notar nas simulagdes apresentadas anteriormente que para as
frequéncias dentro da faixa de instabilidade apresentam um aumento na amplitude ao
passar do tempo, enquanto as frequéncias fora da faixa, apesar da apresentarem
amplitude superior & folgada bucha, apresentam a resposta senoidal harménica

estavel.

4.5.3 Integracéo pelo software de dinamica de multicorpos (MSC
ADAMS)

Para se realizar uma analise mais real da situacdo estudada e um primeiro
contato com um software no qual seria possivel realizar uma analise mais complexa,
como modelo de viga e depois expandir para um modelo com todos os componentes
da caixa de direcdo, optou-se por utilizar o MSC ADAMS.

Nesse software foi simulada a mesma situacdo anterior, um sistema massa
mola com caracteristicas ndo lineares. A Figura 25mostra 0 modelo simplicado
utilizado na simulagdo enquanto a mostra Figura 26 a curva ndo linear da forga da

mola.

Figura 25 - Modelo massa-mola no MSC ADAMS
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Spline: _model_2 SPLINE_1
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Figura 26 - Forca da Mola no MSC ADAMS

Utilizando as mesmas frequéncias utilizadas nas simulagdes do item 4.5.2

(85Hz, 95Hz, 100Hz, 110Hz e 130Hz) se obtém as respostas apresentadas da Figura
27 a Figura 28.
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24998 1 | I|I | ' || ] | | | { || II | 'l i

- \ | | | L] |
E 1 { | - i - || | | |
E | | || | f | | | | | | | b |
£ -240.085 | ] | i | | I I| \ !
| | Ll ||i' \ | \ |l {f '|' |
- { \ f | f | |
24899 { ¥ I‘I | .J ! !
| | f | ¥ !' y
-249.995
-250.0
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Figura 27 - Deslocamento por tempo (85Hz)
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model_2
MASSA: PART/2
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4| —Massa_XFORM.Y
-249.97 4
-249.975
-249.98
-249.985
-249.99
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Analysis: Last_Run Time (sec)
Figura 28 - Deslocamento por tempo (95Hz)
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Figura 29 - Deslocamento por tempo (100Hz)
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Figura 30 - Deslocamento por tempo (110Hz)
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model_2
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Figura 31 - Deslocamento por tempo (130Hz)

Se pode perceber pelas simulagdes anteriores que ndo obtém as mesmas
respostas esperadas quando se utiliza 0 MSC ADAMS. Quando se excitou o sistema
dentro da faixa de frequéncias instaveis se obteve respostas que tendem para o
repouso, 0 que ndo é esperado uma vez que nao foi considerado o amortecimento.

Isso ndo desqualifica as instabilidades encontradas anteriormente uma vez
gue houve uma nova aproximacdo na curva cubica da forca da mola, o que afastou
ainda mais a resposta da resposta real. O importante dessas simulacdes foi ter um
primeiro contato com o programa e entender como funcionam as integragdes desse

software.

4. CONCLUSOES

Nesse projeto foi obtido 0 modelo matematico de um sistema de direcéo
pinhdo-cremalheira, levando em conta a folga existente entre os componentes para a
determinacédo do ruido de batida constatado em alguns conjuntos desse equipamento
em testes de qualidade, além das simula¢fes computacionais que retratam o
movimento do sistema estudado.

O primeiro ponto importante a ser levado em consideracdo foi o resultado
obtido com as medicdes realizadas em laboratorio, que permitiram avaliar a ordem
de grandeza da folga entre a cremalheira e a bucha. Acredita-se que o ruido pode

provir dessa folga, ou seja, do impacto entre esses componentes.Pode-se perceber, no
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entanto que essa folga é da ordem de dezenas micrometros, o que dificultou até
mesmo a medi¢cdo da mesma.

Quanto as simulacdes realizadas no Matlab para 0 modelo com elasticidade
ndo linear descontinua (item 4.5.1) pode-se perceber que foram obtidas respostas
muito proximas a do movimento harmonico forcado sem amortecimento. O gréafico
da posicéo pelo tempo apresentou uma resposta senoidal e de um sistema harmonico,
Ou Seja, que ndo converge para 0 repouso.

Nesse tipo de analise por a folga ser muito pequena a integracdo numeérica
ndo se apresenta como sendo uma boa solucéo, pois praticamente desconsidera a
existéncia de folga como pode ser visto nas simulacdes.

Foi possivel também aproximar a equacgdo descontinua por um polinémio do
terceiro grau e estudar duas novas equacgdes que se aproximam do comportamento do
modelo, a equacdo de Duffing e a equacdo de Mathieu. Com essas equacdes foi
possivel determinar a faixa de frequéncias de excitacdo nas quais o sistema é
instavel.

Para a aproximacdo feita foi possivel chegar a uma faixa de frequéncias de
excitacdo (de 91,215Hz até 116,826Hz) nas quais 0 Sistema possui uma resposta
instavel.

Dessa maneira, pelo modelo obtido e simulacdes realizadas, pode-se chegar a
conclusdo que a caixa de direcdo estudada pode estar sendo excitada em uma
frequéncia que estd dentro da faixa determinada, o que estd induzido uma
ressonancia e tornando a sua resposta instavel, gerando assim o ruido de batida.

Como se pode ver no diagrama de Mathieu a mudanca da regido instavel para
a regido estavel é muito sutil e uma mudanca na frequéncia de excitagdo pode gerar o
ruido encontrado em algumas caixas de direcdo.

Quanto as simulagdes em MSC ADAMS ainda € necessario melhorar muito o
modelo, realizando um estudo para o caso da viga para poder estendé-lo futuramente

para 0 modelo considerando todos os componentes do sistema de direcéo.



51

Bibliografia

Blevins, Robert D. Formulas for natural frequency and mode shape, Krieger

Publishing Company, 1993

Cruz, J. M. Xavier da.Estudo de caso de ruido “knocknoise” em mecanismo de
caixa de direcdo hidraulica tipo pinhdo-cremalheira, S&o Paulo, 2006 (dissertacdo
para titulo de mestre).

Den Hartog, J. P. Mechanical Vibrations, McGraw-Hill Book Company, 1972

Gere, James; Thomson Mecéanica dos Sélidos, LTC, Sao Paulo 2001

Giacomin, J.; Fustes, F. Subjective equivalence of steering wheel vibration and
sound, University of Sheffield, 2004

Hanzaki, A. R.; Rao, P.V.M; Saha, S.K. Kinematic and sensitivity analysis and

optimization of planar rack-and-pinion steering linkages, Elsevier, 2007

Li, Hongguang; Wen, B.; Zhang, J. Asymptotic method and numerical analysis

for self-excited vibration in rolling mill with clearance, 1999

Newland, D. E. Mechanical vibration analysis and computation, Longman
Scientific &Techical, 1989

Panovko, G.Elements of the applied theory of elastic vibration, MIR
Publishers, 1971.

Rao, S. S. Mechanical Vibrations, 4" Ed., Pearson Education, 2004

Vuolo, J. H. Introducédo a teoria de erros, Universidade de S&o Paulo, 3? Edicao,
1999


http://143.107.73.17/F/IHF4JA54X59A1IYQ3181FTKDERVVAEDXDYHR8ELEGE587AUXQG-02909?func=full-set-set&set_number=200778&set_entry=000001&format=999
http://143.107.73.17/F/IHF4JA54X59A1IYQ3181FTKDERVVAEDXDYHR8ELEGE587AUXQG-02909?func=full-set-set&set_number=200778&set_entry=000001&format=999

Apéndice A — Programa para plotar o diagrama de Mathieu

clearall

N=10;

A=zeros(N,N);
B=zeros(N-1,N-1);
E=zeros(N/2,N/2);
F=zeros(N/2,N/2);

for e=0.01:0.01:8

for i=1:1:N %Escrever a matriz A

for j=1:1:N

if i==j
Ai))=(i-1)"2;
end

if i==j-1
A(i,))=-e/2;

end

if i==j+1
A(i,))=-e/2;

end

end

end

for i=1:1:N-1 %Escreve a matriz B
for j=1:1:N-1

if i==j
B(i,j)=(1)"2;

end

if i==j-1
B(i,j)=-¢/2;

end

ifi==j+1
B(i,j)=-¢/2;

end

end

end

for i=1:1:N/2 %Escreve a matriz C
for j=1:1:N/2

if i==j
E(i,j)=(2*i-1)"2/4;
end

if i==j-1
E(i,j)=-e/2;

end

ifi==j+1
E(i,j)=-e/2;

end

end

end

for i=1:1:N/2 %Escreve a matriz D
for j=1:1:N/2
ifi=5j
F(i,j)=(2*i-1)"2/4;
end

ifi==j-1
F(i,j)=-e/2;

end

if i==j+1

F(i,j)=-e/2;
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end
end
end
A(2,1)=-¢;
E(1,1)=1/4-e/2;
F(1,1)=1/4+e/2;
c=eig(A);
ce=[c(1);¢(2);c(3);c(D)];
s=eig(B);
ss=[s(1);5(2);s(3)1;
cl12=eig(E);
ccl2=[c12(1);c12(2);c12(3)];
s12=eig(F);
§512=[s12(1);512(2);s12(3)];
plot(cc,e,'black’,ss,e,'black’,cc12,e,'black’,ss12,e,'black’); hold on;
end
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Apéndice B — Programa para simulacdo do modelo no Matlab

5 [

X

o Worspace
T, [
5 S
Integrator Integratori Scope
fiu
Fon 5‘.\.'itd'|-|
K -
Switch1
1 Constanti
Switch2
To Worspace! o —
Constant
Clodk
clearall
m=0.47157,
omega=1;
F=10/m;
K=2366.1;

€=0.000041821,
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Apéndice C- Programa para simulacdo da equacdo de Mathieu em

Matlab

function main

options=odeset('RelTol',1e-10);

Xo = [0;0];

tspan = [0,1];

[t,X] = ode45(@mathieu,tspan,Xo,options);

figure

holdon

plot(t,X(:,1))

ylabel('x (m)");xlabel(’t (s)");title('DeslocamentoxTempo’)
return

function [dx_dt]= mathieu(t,x)

w2=583982.5;

alpha=0.996328;

omega=600;%aqui se altera os valores da frequencia de excitacdo
P=100;

M =[0,1;-w2*(1+alpha*cos(omega*2*pi*t)),0];

dx_dt = M*x+[0;P*cos(t*pi*omega/2)];

return
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Apéndice D — Programa para a determinacdo da faixa de frequéncias instaveis

m=0.427;
omzero2=134.0159926/m;
gama=2.08071e+011/m;
F=50;
P=F/m;
f=0;
foromexc=1:0.1:10000
p3=-3/4*gama;
pl=omexc”"2-omzero2,
poli=[p3 0 p1 PJ;
raiz=roots(poli);
teste=imag(raiz);
ifteste(3)==0;
A=raiz(1);
alpha=(3*gama*A”"2)/(2*omzero2+3*gama*A”"2);
omega2=omzero2+(3*gama*An2)/2;
omexcl=sqrt(omega2)*((1+alpha/2)".5);
omexc2=sqrt(omega2)*((1-alpha/2)".5);
if omexcl<=omexc
if omexc2>=omexc

f=f+1;
end
end

A=raiz(2);

alpha=(3*gama*A”"2)/(2*omzero2+3*gama*A”"2);
omega2=omzero2+(3*gama*An2)/2;
omexcl=sqrt(omega2)*((1+alpha/2)".5);
omexc2=sqrt(omega2)*((1-alpha/2)".5);
if omexcl<=omexc
if omexc2>=omexc

f=f+1;
end
end

A=raiz(3);
alpha=(3*gama*A”2)/(2*omzero2+3*gama*A”"2);
omega2=omzero2+(3*gama*An2)/2;
omexcl=sqrt(omega2)*((1+alpha/2)".5);
omexc2=sqrt(omega2)*((1-alpha/2)".5);
if omexcl<=omexc
if omexc2>=omexc

f=f+1;
end
end
else

A=raiz(1);

alpha=(3*gama*A”2)/(2*omzero2+3*gama*A~2);
omega2=omzero2+(3*gama*A”2)/2;
omexcl=sqrt(omega2)*((1+alpha/2)".5);
omexc2=sqrt(omega2)*((1-alpha/2)".5);
if omexcl<=omexc
if omexc2>=omexc

f=f+1;
end
end
end
end
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Apéndice E — Programa para resolucédo do sistema de equacdes.

function F = myfun(x)

delta=1.460;

F= [(x(1)"2)*delta-(134.016/0.472)-6.61249e+011*(x(2)"2); ((x(1)"2)-134.016/0.472)*x(2)-
3.30625e+11*(x(2)"3)+21.186441];

Function main

clear all

x0 =[10000000;0.0000001];
options=optimset('Display','iter");

[x,fval] = fsolve(@myfun,x0,options)



Apéndice F — Programa para a simulagdo da equacao cubica.

—»

1

5

1

To Workspace

Integrator

L

5

Integrator

fIIJ:I

clear all

omega2=-134.016;
m=0.47157;

F=10;
P=F/m;

gama=2.08e+011;

omexc=95;

Fen

]

Scope

t

To Workspace

Clodk
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