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RESUMO 

 
O objetivo do projeto foi estudar uma junta aeronáutica por prendedores. As 

etapas desenvolvidas ao longo desse projeto foram três. Primeiramente foi feito um 

estudo do método dos elementos finitos e da teoria do contato de Hertz. Em seguida 

foram construídas duas séries de modelos por meio do programa de elementos finitos 

não-linear (MSC Marc Mentat): uma de detalhe e outra de conjunto. Na primeira 

série de modelos foi feita uma análise detalhada de um problema de contato de duas 

superfícies cilíndricas e validação com a Teoria do Contato de Hertz. Na segunda 

série foi modelada uma junta sobreposta com quatro rebites, sem considerar o 

contato entre as partes, de modo a analisar e prever o comportamento global da junta 

submetida a um ensaio de tração. Finalmente, foi feito um ensaio de tração em uma 

junta aeronáutica, com o propósito de validar o modelo por elementos finitos.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 



ABSTRACT 

 
The goal of the research was to study an aeronautical rivet joint. Three steps 

were developed during this project. First the non-linear finite element method and the 

Hertz contact theory were studied. Then, two models of rivet joints were constructed 

using a non-linear finite element method program (MSC Marc Mentat). A detailed 

model of contact of two cylinders was analyzed and validated against the Hertz 

Contact Theory. A second model of a four rivet joint was constructed, without 

considering the contact problem, to predict the behavior of the joint in a tensile test. 

Finally, a tensile test of an aeronautical rivet joint was made in order to validate the 

finite element models. 
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1 INTRODUÇÃO 

 

Segundo dados da Agência Nacional de Aviação Civil (ANAC) 2008, até 

2008 a frota de aeronaves operando na aviação brasileira superava as 700 unidades. 

Este e outros levantamentos mostram que, cada vez mais, o transporte aéreo é um 

dos meios de transporte mais utilizados em todo o mundo. Em conseqüência disso, 

uma grande quantidade de recursos energéticos e financeiros é destinada para esse 

fim. Este fato, associado com a evidente necessidade de minimização de peso e 

maximização da força de sustentação nas aeronaves, faz com que haja muito 

investimento em pesquisa e desenvolvimento para otimização do projeto de 

aeronaves.  

Uma das etapas da concepção do projeto de uma aeronave é o projeto de sua 

fuselagem. Muitos anos acumulados de pesquisa e experimentação permitiram que, 

nos dias de hoje, se adote margens de segurança muito próximas de zero. Assim, 

cada pequena alteração que possibilite uma melhora no desempenho da fuselagem é 

relevante. Para a condição de operação a que as aeronaves são submetidas, a 

facilidade de manutenção, dentre outras razões, fez com que historicamente fosse 

adotada a configuração de fuselagem em que há a junção de vários pedaços de chapa 

de metal por prendedores. A Fig. 1, extraída de Roberge (2000), mostra três tipos 

básicos de juntas para fuselagem de aeronaves. Cada aeronave fabricada utiliza 

milhões de rebites em sua fuselagem.  

 

 
Fig. 1 Tipos de juntas para construção de fuselagem (ROBERGE, 2000). 
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É necessário que se garanta total segurança para que se realize o vôo. Por 

apresentarem furos para que sejam colocados os prendedores (conforme a Figura 1) 

e, portanto, concentração de tensão nesses pontos, as juntas por prendedores são 

críticas nesse sentido. Assim, nas regiões da fuselagem próximas a essas juntas pode 

ocorrer fratura por fadiga. Um exemplo desse perigo é citado por Bittencourt (2005). 

Entre os anos de 1953 e 1954, por três vezes houve a propagação de trincas 

nucleadas nos furos de rebite da fuselagem de aviões Comet (primeiros aviões 

comerciais a jato). As trincas originaram-se próximas às janelas desses aviões, que 

não tinham cantos arredondados, não possibilitando alívio das tensões causadas pelos 

carregamentos cíclicos de pressurização da aeronave. Outro exemplo de fratura 

envolvendo rebites é citado por Roberge (2000). A falha em fadiga de uma carreira 

de juntas por prendedores resultou na separação de um pedaço da fuselagem de um 

737-200 no vôo da Aloha Airlines, em 1988. A Figura 2 mostra como a aeronave 

ficou após o incidente.  

 

 

Fig. 2 Fuselagem do vôo 243 da Aloha Airlines (AirDisaster.com) 
 
 
 Para que acidentes como esse sejam evitados, as empresas de aviação devem 

atender a requisitos de segurança pré-estabelecidos. No Brasil, por exemplo, são 

adotadas as regras da Federal Aviation Administration (FAA) 2005 dos EUA, 

contidas nas FAR (Federal Aviation Regulation). A FAR25 (para aviação 

comercial), estabelece que todas as juntas por prendedores sejam redundantes. Desse 

modo, quanto mais compactos (e em menor número) forem os prendedores, mais 

otimizado será o projeto do avião.  
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Outro ponto que a FAA (2005) estabelece é que todo sistema cujo 

desempenho não seja provado em cálculos, deverá ser testado e aprovado. Isso 

dificulta muito que se busque inovações, pois as novas tecnologias que não tenham 

desempenho provado por cálculos devem ser exaustivamente testadas, o que 

encarece o projeto. Além disso, quanto mais precisos os cálculos, melhor a 

estimativa fornecida por eles, menor o período de prototipagem e melhor a previsão 

de resultados e possíveis falhas. 

Comprovada a relevância do tema, o objetivo deste projeto foi estudar uma 

junta aeronáutica por prendedores. Esta junta é utilizada para construção da 

fuselagem de um dos modelos da Embraer. Os objetivos do projeto são expostos a 

seguir: 

 

1) Revisão bibliográfica abrangendo o estudo do método dos elementos finitos, da 

Teoria de Contato de Hertz e de extensometria.  

2) Modelagem da junta por meio do programa de elementos finitos não-linear (MSC 

Marc). Construiu-se duas famílias de modelos: uma família de modelos de detalhe de 

um problema de contato elementar, utilizando a Teoria do Contato de Hertz; e 

modelos de uma junta sobreposta com quatro rebites, onde foi estudado o 

comportamento do conjunto, sem considerações de contato. 

3) Realização de ensaios de tração em juntas cedidas pela empresa, com o propósito de 

validar o modelo por elementos finitos. 
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2 REVISÃO DA LITERATURA  

 

 2.1 O método dos elementos finitos (MEF) 

 

Foi feito um estudo básico do método dos elementos finitos (MEF), para 

carregamentos em regime linear. Todas as idéias e imagens mostradas neste item são 

um resumo do que foi apresentado por Logan (1986). 

Para que se determine esforços, reações e deslocamentos ao longo de uma 

estrutura, a teoria de resistência dos materiais emprega o uso de equações 

diferenciais parciais. Quando o problema estudado envolve geometrias, 

carregamentos, ou propriedades de materiais complexos, geralmente não é possível 

de se obter soluções analíticas para essas equações.  

O método dos elementos finitos é um método que discretiza a estrutura, 

separando-a em elementos padronizados. Isso permite que seja obtido um sistema de 

equações algébricas para cada um desses elementos e, posteriormente que esses 

sistemas sejam combinados, determinando-se um sistema algébrico que modela 

aproximadamente a estrutura toda. Essa abordagem possibilita que sejam 

numericamente aproximadas as variáveis de interesse num número finito de pontos 

da estrutura. 

Há dois tipos gerais de análise associadas ao MEF. Uma delas, chamada de 

método da força (ou da flexibilidade), utiliza forças internas como as variáveis do 

problema. Essas variáveis são resolvidas com o uso de equações de compatibilidade 

entre os nós. 

Já o outro tipo de análise, chamado de método do deslocamento (ou da 

rigidez), assume os deslocamentos dos nós como variáveis para o problema. Deste 

modo, as equações de compatibilidade são inicialmente satisfeitas, sendo apenas 

necessárias as equações de equilíbrio e de leis que relacionem forças com 

deslocamentos. Como o segundo método é mais aplicado em programas de MEF, 

este será o método cujo estudo será aprofundado nesse relatório. 
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2.1.1 Passos principais para aplicação do método da rigidez 

 

• Discretização e seleção de elementos: deve-se determinar quantos elementos e 

quais os tipos de elementos que serão utilizados na malha. Malhas mais 

complexas (com maior número de elementos ou com elementos mais complexos) 

apresentam melhor precisão de resultados, pois aproximam cada vez mais o 

modelo do sistema real. É importante lembrar que o objetivo é obter-se modelos 

simples e representativos. Deste modo, quanto menos complexo o modelo, 

melhor, desde que ainda assim ele represente bem o sistema.. 

• Função de deformação: deve-se encontrar uma função que represente a 

deformação do elemento, obedecendo às condições de deslocamentos nos nós. 

• Relações entre tensão e deformação: determina-se a relação entre a tensão e a 

deformação nos pontos, para o regime (linear ou não) a que a estrutura é 

submetida. 

• Matriz de rigidez: esta matriz relaciona as forças aplicadas com os 

deslocamentos resultantes. Para obtenção da matriz de rigidez pode-se usar 

diferentes métodos. São eles: equilíbrio direto; trabalho e energia; resíduos 

ponderados. Esses métodos são melhor explicados posteriormente. 

• Sistema de equações geral e condições de contorno: combina-se as equações 

de cada elemento, gerando um sistema de equações global, e adiciona-se as 

condições de contorno do problema (carregamentos, deslocamentos). 

• Resolução do sistema: métodos de eliminação (como o método de Gauss) ou 

métodos iterativos (como o método de Gauss-Seidel) podem ser empregados para 

resolver o sistema. 

• Tensões e deformações: após calcular-se os deslocamentos nos nós da malha do 

corpo, encontra-se as tensões e deformações que agem nos elementos, que 

originaram esses deslocamentos. 

• Interpretação dos resultados: analisando-se os resultados serão definidos os 

pontos críticos da estrutura (com maiores tensões ou deformações), bem como os 

valores máximos de tensões e deformações, úteis para seleção de material, por 

exemplo. 

 



6 

 

2.1.2 Cálculo da matriz de rigidez para uma mola 

 

A mola unidimensional é o elemento mais simples em que se pode discretizar 

uma estrutura. Ela tem como característica principal resistir apenas a esforços de 

tração. Deste modo, os deslocamentos provocados em suas extremidades são apenas 

na direção da mola. A Figura 3 mostra a representação de uma mola, com suas 

variáveis de interesse.   

 

 

Fig. 3 Representação esquemática de uma mola unidirecional (LOGAN, 1986). 
 

Onde:  ���� e ���� � forças nodais em coordenadas locais nos nós 1 e 2, respectivamente. [N] ���� e ���� � deslocamentos nodais nos nós 1 e 2, respectivamente. [m] 

k e L � rigidez e comprimento da mola, respectivamente. [N/m] e [m] 

 

Para que se encontre os esforços e deslocamentos associados a esse tipo de 

elemento, é necessário que se determine uma relação entre as forças nodais e os 

deslocamentos em cada nó. Com esse propósito, define-se a matriz de rigidez, do 

seguinte modo: 

 

����� ���� 	 
  ���� ������ ��� ���������	                       (1) 

 

Assim, o objetivo passa a ser encontrar os valores dos elementos da matriz 

2x2 (matriz de rigidez). Para isso, é assumida a função deslocamento dada pela 

relação a seguir: �� 
 �� � ����                         (2) 
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Para encontrar o valor dos coeficientes da eq. (2), impõe-se que                 

��(0) = ���� = �� e ��(L) = ���� = ��� � ���� � �� 
 
����������  . Manipulando-se 

algebricamente e transformando em notação matricial, obtemos a eq. (3). 

 

�  ��� 
  �1 � ��� ��� ���������	  �  define-se: �  ��� 
  !"� "�# ���������	                  (3) 

 

Onde:  

N1 e N2 são chamadas de funções de interpolação, e possuem a propriedade: N1 + N2 = 1 para 

qualquer coordenada axial ao longo da barra. 

 

Há vários modos de se determinar os elementos da matriz de rigidez. Neste 

relatório serão apresentados apenas dois deles. A primeira opção é utilizando o 

equilíbrio de forças e a outra é através da energia potencial total. A seguir, apresenta-

se o método de equilíbrio de forças.  

 

2.1.2.1 Método do equilíbrio de forças 

 

Aplicando-se a Lei de Hooke, sob a hipótese de uma mola em regime 

elástico-linear, com propriedades constantes, sabe-se que vale a seguinte relação: 

 $ 
 �%                                                                                                            (4) 

 

Onde: 

T � força externa de tração aplicada na mola. [N]     % � deformação da mola [m] 

 

Como % é a deformação da mola, tem-se que % é dado pela diferença entre os 

deslocamentos em cada nó. Além disso, ao aplicar-se a força T de tração, adotando 

os sentidos da Figura 3, teremos que ���� = -T e ���� = T, obtendo o seguinte sistema 

de equações: 

����� ���� 	 
  � � ���� �  ���������	                                                                            (5) 
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Ao comparar-se a eq. (5) com a eq. (1), conclui-se que a matriz de rigidez 

será: 

 

&�  '( 
  � � ���� �                                                                                            (6) 

 

Esta é a matriz de rigidez apenas para este elemento. Para que se determine os 

deslocamentos em toda a estrutura, basta agora que se resolva o sistema que associa 

as matrizes de rigidez de todos os elementos, e que se aplique as condições de 

contorno. 

 

2.1.2.2 Método da energia potencial total 

 

A energia potencial total é definida como a soma da energia interna de 

deformação U e do trabalho das forças externas ), como mostra a eq. (7).  

 

 *+ 
 , �  )    [J]                    (7) 

 

 A energia interna de deformação é definida como a capacidade do elemento 

de realizar trabalho deformando-se. Numa mola, a energia interna de deformação 

causada por uma força externa F = kx é dada por: 

 

 �, 
 �� �� � - �� ���.  � , 
 �� ��² � , 
 �� /�   [J]               (8)                 

 

 Como a energia potencial da força externa F é dada por ) 
  �/�, tem-se 

que a energia potencial total será: 

 

 *+ 
 �� ��²� /�    [J]           (9) 

 Considerando-se que x será a deformação da mola e derivando-se *+ com 

relação aos deslocamentos nodais e igualando a 0, obtém-se o sistema de equações a 

seguir: 
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0120�3  = 0 � 

  
0120�� 
 �� �4�2���� � 2����6 � ���� 
 0 � �4����� � ����6 
 ����                (10)                  

 
0120�� 
 �� �42���� � 2����6 � ���� 
 0 � �4���� � ����6 
 ����  

 

 Transformando-se as relações anteriores em notação matricial, determina-se a 

matriz de rigidez, igual à obtida pela outro método, como mostra a eq. (11). 

 

 &�  ' ( 
  � � ���� �                    (11) 

 

 Explicados os métodos para o cálculo da matriz de rigidez, agora serão 

apresentadas matrizes para outros elementos.  

 

 2.1.3 Cálculo da matriz de rigidez para uma barra 

 

 Uma barra tem como característica a aplicação de esforços apenas em sua 

direção axial, resultando em deslocamentos também axiais. Seja a barra linear-

elástica, com área de seção transversal constante mostrada na Figura 4. 

 Até o momento, foram apresentadas as equações dos elementos considerando 

um sistema de coordenadas local. A Figura 4 mostra um sistema de coordenadas 

local (�,9 :�) e um sistema de coordenadas global (x,y). 

 As eq. (12) e (13) mostram a matriz de rigidez da barra nas coordenadas 

locais e globais, respectivamente. 

 

 ;�< 
  =>� � 1 �1�1 1                      (12) 

 ;�< 
  =>� � ? @�@ ?                       (13) 
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Fig. 4 Representação esquemática de uma barra (LOGAN, 1986). 
  

 Onde: 

 A � área da seção transversal. [m²]             E � módulo de elasticidade [Pa] 

 L � comprimento da barra [m] 

 C � cos θ        S � sen θ 

 

 2.1.4) Cálculo da matriz de rigidez para uma viga  

 

Uma viga é uma estrutura longa e esbelta, geralmente submetida a 

carregamentos transversais que a fletem. Esta flexão resulta em um deslocamento 

transversal e uma rotação. A Figura 5 mostra uma viga fletida, com reações nodais 

em forma de forças e momentos.  

Pode-se notar que, nesse caso, o sistema de coordenadas local da peça é igual 

ao sistema de coordenadas global. Deste modo, a matriz de rigidez será dada em 

coordenadas locais.  

 

 

Fig. 5 Representação esquemática de uma viga (LOGAN, 1986). 
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Para uma viga elástico-linear, a matriz de rigidez é definida segundo a         

eq. (14): 

 

 

ABC
BD���EF9� ���EF9� GBH

BI 
 J�������K�
��� ��K ��L��� ��K ��L�K� �KK �KL�L� �L� �LK �LL

M
ABC
BD���EN����EN� GBH

BI
                          (14) 

 

 Onde: 

 ���Ee ���E: deslocamentos na direção y dos nós 1 e 2, respectivamente. [m] 

 N�e N�: rotações em z dos nós 1 e 2, respectivamente. 

 

 Sob as hipóteses de E, A e I, constantes, a matriz de rigidez para uma viga 

será dada pela equação (15): 

 

���� 
  >O�³ P
126��12

6� �12 6�4�² �6� 2�²�6� 12 �6�6� 2�² �6� 4�²S                  (15) 

 

2.2 Extensometria 

 

  Para os ensaios de tração foram utilizados extensômetros. Foi feito um estudo 

preliminar para conhecimento desse sensor. As informações contidas nesta seção 

foram obtidas em Doebelin (1990) e Vaughan (1975). 

A eq. (16) fornece a resistência elétrica de um condutor com seção transversal 

de área A e comprimento L, e material de resistividade ρ. 

 T 
  U�=    [Ω]          (16)  

 

Se o condutor é tracionado ou comprimido, há uma variação de suas 

dimensões, que ocasiona uma variação de sua resistência. Esse é o principio de 

funcionamento de um extensômetro.  
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Há diferentes modos de disposição dos extensômetros. Um dos modos de 

disposição (que será usado nos ensaios) é em forma de roseta. A Figura 6 ilustra uma 

roseta delta. 

 

 
Fig. 6 Roseta delta (DOEBELIN, 1990). 

 

É facilmente provável que três extensômetros conseguem definir as tensões 

principais numa região. Portanto, a roseta possibilita que seja conhecido o estado 

completo de tensões em uma região. 

A eq. (17) define o fator de sensibilidade (FS) de um extensômetro, sujeito a 

uma deformação ε. 

 

/@ 
 �V VWX            (17) 

 

Assim, conhecido o FS (fornecido pelos fabricantes), para um dR/R obtido 

nos circuitos de medição, pode-se calcular a deformação sofrida pelo extensômetro. 

A Figura 7 mostra uma técnica largamente utilizada para aplicação dos 

extensômetros: os circuitos em ponte de Wheatstone.  

Quando V34 = 0 (R24/R14=R23/R13), a ponte é dita balanceada. Se um dos 

resistores for substituído por um extensômetro e uma carga for aplicada a esse 

extensômetro, há um desbalanceamento da ponte (causado pela variação de 

resistência dR), gerando um V34.  

Para pequenos valores de dR, a variação de V34 pode ser considerada linear. 

Assim, esse coeficiente de linearidade pode ser determinado por simples calibração,  
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Fig. 7 Ponte de Wheatstone. (DOEBELIN, 1990). 

 

no procedimento descrito a seguir: 

 

1) Coloca-se um resistor em paralelo com o extensômetro, de resistência Rc. 

 

2) Impõe-se uma voltagem de excitação e mede-se o valor de V34. 

 

3) Com o uso da eq. (18), determina-se o valor de ∆R correspondente. 

 ∆T 
  T� � V�VZV�[VZ     [Ω]       (18) 

 

4) A sensibilidade da ponte é dada pela eq. (19). 

 @ \ ]̂ _∆V    [V/ Ω]        (19) 

 

2.2.1 Tipos de circuitos em ponte 

 

Há varias maneiras de se montar o circuito da ponte de Wheatstone, variando 

o número de extensômetros e o posicionamento deles.  

A primeira e mais simples delas é a configuração de um quarto de ponte 

(mostrada na Figura 7), onde há apenas um resistor (extensômetro) com resistência 

variável (ativo). Quando todas as resistências tem o mesmo valor R, é possível 

relacionar V34 e ∆R com o uso da eq. (20). 
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K̀L 
 >∆VLV   [V]        (20) 

 

 Uma outra configuração é a de meia ponte. Nessa configuração, dois 

extensômetros são ativos (do mesmo lado da ponte, p. ex: R24 e R14). Desse modo, ao 

posicionar os extensômetros ativos na mesma região da barra (um na parte de cima e 

outro na de baixo dela) e orientá-los na mesma direção, é possível de se medir a 

deflexão devida apenas a momentos. Outro fator positivo da meia ponte é o aumento 

da sensibilidade da ponte (o dobro da sensibilidade do arranjo de quarto de ponte), 

mostrado na eq. (21). 

  

K̀L 
 >aV�V           (21) 

  

 A terceira configuração possível é a ponte completa. Analogamente, há um 

aumento da sensibilidade, que é dobrada em relação à meia ponte. 
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3 REALIZAÇÃO DE TUTORIAIS 

 

 Para aprendizagem da ferramenta de MEF (MSC Marc Mentat), foram 

selecionados alguns tutoriais introdutórios. A seguir serão apresentados os sistemas 

modelados nesses tutoriais, bem como os resultados obtidos nas análises. 

  

3.1 Barra prismática 

 

Neste tutorial, o objetivo era calcular os deslocamentos e forças resultantes na 

direção x de uma barra prismática bi-engastada, com diferentes áreas de seção 

transversal, sujeita a uma força horizontal aplicada no centro de uma das seções 

transversais. A Figura 8 mostra o esquema da estrutura. A força P indicada tem o 

valor de 100kN. 

 

 
Fig. 8 Esquema físico da estrutura. 

 
 

 A Tabela 1 mostra as propriedades da estrutura modelada. 
 

 
Tab. 1 Propriedades da estrutura 

Propriedade Barra AB Barra BC 

Módulo de Elasticidade (E) 200 kN/mm² 120 kN/mm² 

Coeficiente de Poisson (b) 0,3 0,3 

Comprimento (L) 200 mm 120 mm 

Área (A) 200 mm² 120 mm² 

 

Pela simplicidade do problema, foram utilizados apenas dois elementos 

lineares (barra AB e barra BC) e áreas de seção transversal especificadas, já que o 
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objetivo era observar o comportamento somente nas extremidades das barras e não 

em seus interiores. As condições de contorno empregadas foram: 

 

• restrição ao deslocamento nas direções x e y dos nós das extremidades;  

• carregamento de 100kN aplicado no nó B. 

 

Utilizando as hipóteses de material isotrópico e regime linear, encontrou-se os 

deslocamentos na direção x (mostrados na Figura 9).  

 

 

Fig. 9 Deslocamentos na direção x 
 

Nota-se que nos nós das extremidades, o deslocamento é nulo (imposto 

inicialmente), e que o deslocamento no nó B e de 0,4105 mm. A partir desses 

deslocamentos, também são obtidas as forças reativas na direção x. Os valores 

encontrados são mostrados na Figura 10. 

Pela análise concluiu-se que a força se distribui de modo que a reação em A 

seja de 42,1 kN e em C de 57,9 kN. 

Este tutorial era introdutório, de modo que abordava os comandos básicos do 

programa, realizando, assim, análises de estruturas muito elementares. O tutorial 

seguinte já é um pouco mais elaborado e aborda os aspectos construtivos de uma 

malha formada por elementos planos. 
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Fig. 10 Forças reativas. 
 

3.2 Viga em Flexão 

 

O objetivo deste tutorial era determinar as tensões de Von Mises atuantes 

numa viga engastada, sujeita a uma força transversal aplicada no ponto superior de 

sua extremidade livre. Assim, foi modelada uma viga em flexão. A geometria do 

problema (dimensões em mm) é dada pela Figura 11. 

 

 

Fig. 11 Geometria da estrutura e carregamento 
 

O material da estrutura foi modelado como isotrópico, com módulo de 

elasticidade 206,8 GPa e coeficiente de Poisson b = 0,3. A malha da viga foi formada 

por 32 elementos planos retangulares, de igual tamanho, como mostra a Figura 12. 

Para representar os esforços aplicados na estrutura, foi aplicada uma força no nó 

superior direito da estrutura e foram restringidos os deslocamentos verticais e 
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horizontais nos nós da face esquerda. Essas condições de contorno também estão 

representadas na Figura 12.  

 

 

Fig. 12 Malha gerada e condições de contorno impostas 
 

 Para as condições de estado plano de tensões (já que não há esforços na 

direção normal ao plano mostrado), obteve-se a distribuição de tensões mostrada na 

Figura 13. Os valores mostrados representam as tensões normais na direção x, 

causadas pela flexão da estrutura. O retângulo vinho mostra como a estrutura era 

antes de sofrer a carga. Como esperado, a força na extremidade provoca tensões 

normais de tração (positivas) na parte superior da estrutura e de compressão 

(negativas) na parte inferior. 

 

 3.2.1 Comparação com resultados teóricos 

 

 Observando-se a Figura 13, nota-se que o maior valor de tensão na estrutura 

calculado pelo modelo em elementos finitos foi de 58,4 MPa. O modelo também 

fornece os resultados numéricos correspondentes a cada nó. Com esses dados 

descobre-se que o nó que possui esse valor de tensão é o nó superior esquerdo da 

viga. Segundo o manual do software, o resultado numérico de um nó é igual à média 

dos valores em cada um dos centróides dos elementos dos quais esse nó faz parte. 

Logo, o valor de tensão máxima, encontrada no nó superior esquerdo corresponde à 

tensão atuante no centróide do elemento superior esquerdo da viga. A teoria fornece  
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Fig. 13 Tensão normal na direção x. 
 

a eq. (22), que permite calcular analiticamente a tensão normal devido à flexão em 

qualquer ponto da viga. 

 

 c 
 d.�.fOg      [Pa]               (22)  

 

 Onde: 

 d � braço da força atuante [m] z � distância vertical da LN [m] 

 Iz � Momento estático em relação à LN [m4] 

 

O centróide do elemento citado dista 381 mm da linha de ação da força 

aplicada e 19,05 mm da linha neutra da viga. Assim, a tensão normal na direção x 

devido à flexão nesse ponto é de 58,2 MPa. Nota-se, portanto, que há aderência entre 

os valores calculados analítica e numericamente (58,2 MPa e 58,4 MPa), já que o 

erro relativo entre eles é de 0,34%. 
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3.3 Treliça 

 

Neste tutorial pretendia-se calcular os deslocamentos na direção vertical de 

uma treliça de 40”X30” (1,016mX0,762m) com 1 pol² (645,16mm²) de área de seção 

transversal, conforme é mostrado na Figura 14. O material da estrutura era aço 

(isotrópico), com E = 29,5 Mpsi (203,4 MPa) e b = 0,3. O carregamento eram duas 

forças nos nós 2 e 3 de valores 20000 lbf (88,96 kN) na horizontal e 25000 lbf (111,2 

kN) na vertical, respectivamente. 

    

 

Fig. 14 Geometria e condições de contorno. 
 

A malha foi formada por quatro elementos, cada um representando uma das 

barras a serem estudadas. Restringiu-se os deslocamentos horizontais e verticais dos 

nós 1 e 4, bem como o deslocamento vertical do nó 2. A Figura 15 mostra a malha e 

as condições de contorno modeladas no software. 

Novamente assumindo estado plano de tensões (já que não há tensões na 

direção do eixo z), foram encontrados os deslocamentos verticais em todos os nós da 

estrutura. Como esperado, o único ponto que apresenta deslocamento na direção y é a 

extremidade da barra onde não há vínculos restringindo seu movimento. Esse 

deslocamento é de 0,0222458” (0,565mm). Os resultados são apresentados na Figura 

16. 
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Fig. 15 Malha gerada e condições de contorno impostas. 
 

 

Fig. 16 Deslocamentos na direção y. 
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4 ESTUDO DO CONTATO 

 

A junta aeronáutica estudada pelo projeto era formada por duas chapas de 

fuselagem unidas por prendedores. Como citado, o projeto pretendeu modelar essa 

junta, buscando a validação num ensaio de tração. No ensaio de tração, as forças 

externas aplicadas nas chapas causam uma interação entre os furos da junta e os 

respectivos rebites neles inseridos. Essa interação é uma força de contato. Assim, 

para melhor entendimento do comportamento do sistema durante o ensaio de tração, 

foi necessário que se fizesse um estudo do contato. 

Segundo Johnson (1985), a primeira análise satisfatória do contato entre dois 

corpos elásticos foi feita por Hertz. A teoria proposta por Hertz exige muitas 

hipóteses simplificadoras, restringindo-se à resolução de problemas elementares. 

Exatamente por essa simplicidade, essa foi a abordagem considerada nesse relatório 

para um estudo inicial do contato, juntamente com as hipóteses simplificadoras que 

ela exige. São elas: 

 

• Superfícies contínuas e não-conformáveis; 

• Pequenas deformações (linearidade); 

• Cada sólido pode ser considerado como um semi-espaço elástico (dimensões 

envolvidas muito menores do que a largura de contato); 

• Coeficiente de atrito entre as superfícies nulo. 

 

 

Fig. 17 Cilindros convexos em contato. 
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4.1 Contato entre um cilindro deformável e um cilindro rígido. 

 

Diante dessas simplificações, com o objetivo de familiarização com o 

programa, foi considerado um problema de contato muito semelhante ao problema 

junta-prendedor. O problema envolve o contato de dois cilindros convexos (com 

diâmetro de 10 mm), pressionados por um carregamento normal uniforme de            

2 N/mm ao longo de seus comprimentos. A Figura 17 ilustra o problema. 

Segundo Johnson (1985), o problema pode ser considerado bidimensional. 

Para tanto, foi gerada uma malha plana, com elementos triangulares quadráticos, de 

estado plano de deformação. Como o problema é simétrico, foi necessário modelar 

apenas um quarto de seção transversal. Além disso, para redução do número de 

elementos necessários, apenas o cilindro superior foi considerado como corpo 

deformável. Seu material é aço, com E = 206,8 GPa (isotrópico) e ν = 0,3. O cilindro 

inferior é um corpo rígido, modelado como uma curva, de diâmetro 10 mm. Além 

destes corpos de contato (cilindro superior e inferior), foi adicionado um corpo de 

contato para que se garantisse a simetria do problema, chamado de simetria.  

 

 

Fig. 18 Malha gerada com 1986 elementos, pressão aplicada e corpos de contato. 
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A Figura 18 mostra uma das malhas geradas para o estudo do contato (com 

1986 elementos), a condição de contorno (força distribuída ao longo da aresta 

superior, no valor de 0,2 N/mm) e os corpos de contato utilizados. 

Conforme Souza (1999), foi feito um estudo de convergência, refinando cada 

vez mais a malha, até que a tensão σx (tangente ao contato) não se alterasse mais. A 

convergência foi atingida em uma malha com 12596 elementos. 

Os resultados obtidos para as tensões σx (tangente ao contato) e σy (normal ao 

contato) são mostrados na Figura 19, numa visão ampliada da região de contato. 

Para a análise dos resultados, partiu-se de duas definições: 

 

E* � 
�>h 
 ��i��>� � ��i��>�         (23)

 R � 
�V 
 �V� � �V� 

 

Onde: 

E1 e E2 são os módulos de elasticidade dos cilindros 1 e 2, respectivamente. [Pa] 

R1 e R2 são os raios de curvatura dos cilindros 1 e 2, respectivamente. [m] 

 

 

(a) 
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(b) 

Fig. 19 Distribuição de tensões: (a) σx e (b) σy 

 

Como um dos cilindros foi modelado como indeformável, despreza-se sua 

influência na pressão, ou seja, ele possui E2 muito elevado e a parcela 
��i��>�  tende a 

zero. Da eq. (24), extraída de Johnson (1985), foi possível obter analiticamente a 

máxima pressão de contato (p0).  

 

j. 
 kl>h1V m�/�
   [Pa]        (24)     

 

Foi calculada uma pressão de contato de 240,6 MPa. A partir dessa pressão 

teórica, pode-se calcular uma largura de deformação no contato (2a), utilizando-se a 

eq. (25). Com isso, encontrou-se um valor de 2a = 10,58 µm.  

 � 
 �l1+o   [m]         (25) 
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Johnson (1985) diz que as tensões σx e σy na região do contato devem ser 

aproximadamente iguais a -p0. O erro relativo entre σx máximo (-243,8 MPa) e          

-p0 (-240,6 MPa) foi de 1,3% e o erro relativo entre σy máximo (-241,5 MPa) e -p0 

foi de 0,4%. Além disso, a teoria afirma (e o modelo comprova) que no eixo de 

simetria essas são direções principais, a partir das quais se pode calcular a máxima 

tensão de cisalhamento no plano xy. Ainda segundo a teoria, τmax = 0,3p0 (72,2 MPa). 

A tensão de cisalhamento máxima fornecida pelo modelo foi 73,3 MPa, resultando 

num erro relativo de 1,5%. Portanto, pode-se afirmar que há boa aderência entre os 

valores teóricos e os valores obtidos numericamente.  

 

4.2 Contato entre dois cilindros deformáveis. 

 

Analogamente ao problema anterior, foi modelado o contato entre dois 

cilindros deformáveis de diâmetro 10 mm. O primeiro cilindro foi formado por 

12700 elementos e seu material era aço, com E = 206,8 GPa (isotrópico) e ν = 0,3. Já 

o segundo cilindro foi formado por 11888 elementos e seu material era alumínio, 

com E = 10 GPa (isotrópico) e ν = 0,33. Vale ressaltar que o número de elementos de 

cada cilindro é aproximadamente o mesmo número de elementos necessários para 

garantir a convergência do caso anterior.  

Novamente foi utilizada como condição de contorno a força distribuída ao 

longo da aresta superior do cilindro superior, no valor de 0,2 N/mm). Os corpos de 

contato, porém, foram o cilindro superior, o cilindro inferior (ambos deformáveis) e a 

simetria. 

Foi gerada uma tabela, encontrada no Apêndice A com os valores numéricos 

obtidos das tensões σx e σy (e da conseqüente τ). Esses valores foram comparados 

com a distribuição de tensões de Hertz fornecida por Johnson (1985): 

 

           c�pqr 
 � +os tu�� � 2:�vu�� � :�v��/� � 2:w    (26) 

e 

           cEpqr 
 �j. �1 � ksEm���/�
           (27) 
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 A Figura 20 mostra a comparação dos valores das tensões σx, σy e τ 

numéricos (marcadores triangulares) com os valores teóricos (linha contínua) da    

eq. (26) e da eq. (27), respectivamente. Os gráficos mostram a distribuição dessas 

tensões no eixo de simetria, em função da relação entre a coordenada normal ao 

contato (y) e a metade da largura de deformação no contato (a). Como pode ser 

percebido, há boa aderência entre esses valores, pois o erro relativo máximo para σx 

foi de 3,7%, para σy foi de 0,5% e para τ foi de 0,3%.  

 

 
(a) 
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(c) 

Fig. 20 Comparação entre valores teóricos e numéricos para: (a) σx, (b) σy e (c) τ. 
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5 ENSAIO DE TRAÇÃO   

 

Para validação do modelo construído em elementos finitos no software MSC 

Marc, foi realizado um ensaio experimental de tração à temperatura ambiente.  

O ensaio foi realizado em regime elástico, com a finalidade de analisar a 

variação das tensões ao longo da junta, sem que se alterasse ou destruísse a mesma 

(já que o número de juntas disponíveis é pequeno). Nos próximos itens será dada 

uma descrição detalhada do planejamento do ensaio, dos equipamentos utilizados e 

dos procedimentos realizados. Em seguida é feita uma análise dos resultados obtidos, 

buscando confirmar as hipóteses assumidas no planejamento, bem como identificar 

novos comportamentos que não haviam sido previstos inicialmente. 

 

5.1 Descrição da junta 

 

A junta ensaiada foi fornecida pela Embraer. O ensaio foi realizado de acordo 

com o ensaio proposto para essa junta pela empresa. A junta é composta por duas 

chapas, unidas por quatro rebites. O material dos rebites é a liga Al 2117-T3 e o 

material das chapas é o Al 2024-T3. As dimensões da junta (em mm) e sua geometria 

são dadas na Figura 21. 

 

 
Fig. 21 Dimensões e geometria da junta. 
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5.2 Planejamento do ensaio 

 

 5.2.1 Cálculo preliminar da força máxima admissível 

 

Para que fosse realizado o ensaio de tração em regime elástico, foi necessária 

uma estimativa inicial da força máxima a ser aplicada na amostra de modo que não 

se ultrapassasse os limites elásticos dos materiais da junta. Inicialmente foram 

utilizados três critérios: cisalhamento do rebite, tração e compressão das chapas. As 

propriedades desses materiais, extraídas de MIL Handbook (2003), são mostradas na 

Tabela 2. 

 

Tab. 2 Propriedades dos materiais da junta (MIL HANDBOOK, 2003). 

Material Fty (MPa) Fsu (MPa) Fcy (MPa) 
Al 2024-T3 310 282 290 
Al 2117-T3 - 207 - 

 

Para o primeiro critério foi necessário que se encontrasse a área de seção ao 

cisalhamento de um rebite. Do catálogo do fornecedor (Allfast), tirou-se o diâmetro 

nominal dos rebites (5/32 pol = 3,97 mm). Deste modo, foi estimado que a área 

sujeita ao cisalhamento dos quatro rebites é de 49,5 mm². Da Tabela 2,                    

Fsu = 207 MPa, e portanto a força admissível ao cisalhamento dos rebites é de      

10,2 kN. Esse mesmo catálogo sugere que a força cisalhante admitida para um rebite 

é de 596 libras ou 2,65 kN. Portanto, para quatro rebites, essa força seria de 10,6 kN, 

muito próxima do calculado (erro relativo de 3,8%). 

Para o segundo critério foi necessário que se determinasse a área da chapa a 

ser comprimida. Esta área, igual a quatro vezes a área de seção longitudinal de um 

rebite, foi estimada em 28 mm². Da Tabela 2, Fcy = 290 MPa, e portanto a força 

admissível à compressão das chapas é de 16,2 kN. As dimensões dos rebites podem 

ser observadas na Figura 22. 

Finalmente, para o terceiro critério, é necessário que se encontre a área das 

chapas sujeita à tração. Das Figuras 21 e 22 obteve-se a largura da junta (32 mm) e a 

espessura de uma chapa (1,6 mm). Assim, a área total transversal de uma chapa é de 
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51,2 mm² e a força admissível à tração da chapa é de 11,6 kN. Conclui-se, então, que 

a força máxima admissível ao ensaio será a de menor valor: 10,2 kN. 

 

 
Fig. 22 Corte transversal da junta. 

 

 5.2.2 Modelagem em elementos finitos e alteração da força máxima 

admissível. 

 

 Foi feita uma modelagem em elementos finitos no MSC Marc Mentat para 

tentar prever o comportamento da junta no ensaio. Como o objetivo era ter uma idéia 

do comportamento global, não foi modelado o contato, que explicaria os 

comportamentos locais, na região próxima ao rebite. 

 

 
Fig. 23 Chapas superior e inferior. 
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A geometria do modelo foi simples. Foram construídas duas malhas planas 

(com elementos de casca), separadas por uma distância igual a uma espessura de 

chapa e mostradas na Figura 23. Ou seja, essas malhas representam o plano de média 

espessura das chapas superior e inferior. 

Unindo essas duas chapas, foram feitas quatro linhas (eixos dos prendedores 

da junta). A essas linhas foi associado um tipo de elemento fornecido pelo software 

chamado “bushing”. A Figura 24 (cujos eixos estão levemente rotacionados em x 

para facilitar visualização dos elementos “bushing”) explica melhor essa 

configuração. 

 

 
Fig. 24 Vista lateral das chapas (eixos rotacionados em x). 

 

Esse elemento pretendia representar o comportamento do rebite. Os 

parâmetros que definem esse elemento são rigidez axial e flexibilidade ao 

cisalhamento. As forças aplicadas pela máquina do ensaio de tração foram 

representadas da seguinte maneira: um carregamento distribuído na extremidade de 

uma das chapas (representando uma das garras da máquina) e um engastamento na 

extremidade da outra chapa (representando a outra garra). Além disso, nas laterais 

das chapas foram adicionadas restrições às rotações no eixo y e z.  

Elementos 

“bushing” 
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Contudo, ao rodar o modelo, o comportamento apresentado pela junta não foi 

de tração simples (comportamento previsto nos critérios de falha mostrados 

anteriormente). Ao invés disso, o modelo mostrou que as chapas eram fletidas. A 

Figura 25 é uma vista lateral da chapa, onde pode ser observada a diferença entre a 

junta fletida (em azul) e a junta descarregada (em vermelho). 

 

 
Fig. 25 Vista lateral da junta mostrando-a sem e com carregamento. 

  

Com isso, para a força 10,2 kN calculada preliminarmente, esse 

comportamento de flexão causou tensões muito maiores do que a tensão de 

escoamento. A força aplicada foi então substituída pelo valor de 1024 N (pressão de  

-20N/mm² agindo numa área de 51,2 mm²) para que as tensões resultantes fossem 

menores do que a tensão de escoamento do alumínio.  

As tensões na direção do comprimento para esse novo carregamento são 

mostradas na Figura 26. Para melhor visualização do comportamento de detalhe, 

foram criadas duas vistas ampliadas desses resultados para a chapa engastada. 

Foi proposta uma explicação que procura, ao menos, dar um embasamento 

superficial sobre o comportamento do sistema. É importante relembrar que esse é 

apenas um modelo de referência, para que se saiba um valor máximo de força a ser 

aplicada de modo a não ocorrer escoamento. 

Como dito, a vista B mostra em detalhe os resultados para a chapa engastada. 

Para melhor compreensão desta análise, a região sob tração da vista B (da Figura 26) 

será chamada de região anterior ao prendedor e a região sob compressão será 

chamada de região posterior ao prendedor. A região posterior ao prendedor é 

comprimida porque resiste à movimentação deste, imposta pela outra chapa, que é 

puxada. Consequentemente, a região anterior ao prendedor é tracionada, pois tende a 

resistir à movimentação da região posterior.  

Junta descarregada Junta carregada 
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Fig. 26 Distribuição de tensões na direção y para a chapa engastada. 

 

Quanto aos resultados quantitativos, nota-se que a tensão máxima na direção 

y foi 161,8 MPa.  

Sabe-se que a tensão normal (σ) causada por um binário (M) num ponto de 

uma viga com momento de inércia à flexão (I) a uma distância d da linha neutra é 

dada pela eq. (28): 

 

 c 
 x�O                          (28)  

 

Assim, considerando um binário aplicado por uma força F = 1024N com um 

braço de uma espessura de chapa (1,6 mm), tem-se M = 1638,4 mm. Substituindo os 

dados referentes a uma chapa da junta na eq. (28), resulta em σ = 159,6 MPa. Valor 

muito próximo da tensão máxima fornecida pelo modelo, com erro relativo 1,36%. 

A 

B 
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De posse dessas informações é possível imaginar que haja um momento 

concentrado nas juntas, que origina o aumento da tensão σy. 

A Figura 27 apresenta as tensões de Von Mises fornecidas pelo modelo. 

Nota-se que o pico de tensão foi 197,7 MPa. Como a tensão de escoamento do 

alumínio a tração é 307 MPa, pôde-se aplicar essa carga de 1024 N no ensaio de 

tração sem que houvesse deformação plástica.   

 

 

Fig. 27 Tensões de Von Mises para a chapa engastada. 

 

5.2.3 Posicionamento dos extensômetros 

 

 Calculada a força máxima que podia ser aplicada, determinou-se o 

posicionamento dos extensômetros e as forças que seriam aplicadas ao longo do 

ensaio. Inicialmente foi feito um procedimento, chamado de etapa de controle, que 

teve o intuito de garantir que o ensaio fosse configurado corretamente, de modo que 

fornecesse medições que de fato representassem o comportamento da peça. Para isso, 

inicialmente seriam posicionados extensômetros paralelos em ambas as extremidades 
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da junta próximas às garras (19, 21, 23, 25, 28 e 30), ligados em um quarto de ponte 

cada. O objetivo era que as tensões desses extensômetros fossem aproximadamente 

iguais entre si e também iguais aos resultados esperados para tração simples e 

uniforme. Nessa etapa seria usada uma força de 1 kN. 

 Após essa averiguação, seriam desfeitas as ligações iniciais e feitas novas 

ligações, com diferentes objetivos, explicados a seguir. A Figura 28 auxilia no 

entendimento da numeração e da explicação do posicionamento dos extensômetros. 

O Apêndice B mostra o posicionamento mais detalhado dos extensômetros, cotando 

as distâncias relevantes. 

 

• Teste de hipótese 1: os extensômetros 23, 24, 25 e 26 seriam ligados em meia ponte 

(24 com o 25 e 23 com o 26), para que se pudesse verificar se havia tensão causada 

por momento fletor imposto pela garra. 

• Teste de hipótese 2: os extensômetros 13 e 14 seriam posicionados no eixo de 

simetria das placas, nas extremidades das chapas próximas aos rebites, para que se 

pudesse verificar se a tensão nessa região é próxima de zero. 

• Comportamento em região não-crítica: seriam posicionados os extensômetros 15, 16, 

17, 18 em regiões um pouco afastadas dos rebites em meia-ponte (15 com o 16 e 17 

com o 18). 

• Comportamento em regiões críticas: para o detalhamento do estado de tensões nas 

regiões próximas aos prendedores (nas quais o modelo apontou picos de tensão) 

foram instaladas rosetas (1 a 12) e extensômetros simples (20 e 22). 

 

Seriam aplicados os carregamentos de 0,8 kN; 1,024 kN e 1,2 kN. 

 

Devido a dificuldades encontradas ao longo do ensaio, alguns extensômetros 

não puderam ser utilizados e todos os extensômetros foram ligados em um quarto de 

ponte. Além da etapa de controle, com força de 1 kN, foi aplicada apenas uma força 

de 1,8 kN. Ainda assim, foi possível tirar conclusões importantes sobre as hipóteses 

levantadas acima. Os resultados do ensaio podem ser encontrados na seção 5.1.4.    
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Fig. 28 Numeração e posicionamento dos extensômetros. 

 

5.3 Descrição dos equipamentos utilizados 

 

Para medição das tensões foram usadas duas configurações de extensômetros: 

extensômetros simples e rosetas. Adquiridos da empresa Excel Sensores Ind. Com. 

Exp. LTDA., os extensômetros simples eram do tipo PA-13-125AA-120L e 

possuíam fator de sensibilidade 2,13. Já as rosetas adquiridas da empresa Vishay 

Micro-Measurements eram do tipo L2A-13-125LR-120 e possuíam fatores de 

sensibilidade 2,07; 2,1 e 2,07 (datasheet encontrado no Anexo A). 

Os sinais provenientes dos extensômetros foram aquisitados por meio do 

sistema ADS2000, fornecido pela Lynx Tecnologia Eletrônica. Este sistema, 
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equipado por placas AI 2164, possuía capacidade de aquisição simultânea de 32 

canais. A configuração do ensaio e a digitalização desses sinais foi realizada pelo 

software AqDados 7, também fornecido pela Lynx Tecnologia Eletrônica, instalado 

no notebook. 

A carga para ensaio foi aplicada pelo sistema MTS Landmark – 

Servohydraulic Test System. Características desse equipamento podem ser 

encontradas na Tabela 3. O controle das operações foi realizado por meio do 

software fornecido pelo próprio sistema, cuja interface gráfica pode ser visualizada 

no Apêndice C. 

 

Tab. 3 Características da máquina atuadora MTS Landmark 

Capacidade 
estática  

Capacidade 
dinâmica 

Faixa de T de 
operação 

333 kN 250 kN -40°C / +177°C 
  

 

 

Fig. 29 Fixação do corpo de prova ao sistema de aplicação de carga. 
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A amostra foi afixada à MTS por meio de uma garra plana (utilizada para 

afixar corpos de prova planos) e cônica, conforme pode ser visto na Figura 29. Uma 

característica importante era que a mínima espessura de corpo de prova em que a 

garra conseguia operar era de 6,1 mm. A amostra, porém, possuía uma espessura de      

1,59 mm, tendo sido necessário, portanto, adaptá-la às condições de operação da 

garra. Essa adaptação será posteriormente melhor explicada. 

Uma vista geral do aparato utilizado no experimento é mostrada na Figura 30. 

Outras fotos podem ser encontradas no Apêndice C. 

 

 

Fig. 30 Aparato experimental completo. 

 

 

Interface gráfica 

Aqdados 7 

Aquisitor de 

sinais Lynx 

ADS 2000 

Sistema de aplicação de 

carga MTS 

Interface 

gráfica MTS 
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5.4 Procedimentos realizados 

 

 5.4.1 Adaptação da espessura do corpo de prova 

 

 Conforme mencionado no item 5.1.3, a espessura mínima em que a garra 

operava era de 6,1 mm, sendo que o corpo de prova era de espessura 1,59 mm. Para 

adaptar o corpo de prova à garra, foram fixadas (coladas) chapas de aço de 4,75 mm 

nas extremidades do mesmo, de modo que a espessura resultante fosse de 

aproximadamente 6,34 mm (superior à espessura mínima de operação da chapa,     

6,1 mm). A Figura 31 ilustra a adaptação. 

 

 

(a) 

 

(b) 

Fig 31 Montagem da amostra: (a) ao longe e (b) detalhe.  

 

É importante ressaltar que as chapas de aço foram ambas adicionadas do 

mesmo lado do corpo de prova (face interna), de modo a evitar que fossem 

adicionados ao ensaio carregamentos de momentos fletores indesejados. Além disso, 

as garras foram separadas por uma distância vertical de aproximadamente 150 mm, 

ou seja, superior aos 96 mm especificados.   

Chapa 

de aço 
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 5.4.2 Associação dos extensômetros aos terminais da placa aquisitora e 

balanceamento dos extensômetros 

 

 Cada extensômetro do corpo de prova foi associado a um terminal da placa 

aquisitora AI 2164. Para tanto, foi necessário medir a resistência dos extensômetros e 

verificar se o valor lido era próximo dos 120Ω nominais. Os que apresentaram 

resistência nula foram descartados. Já cada um dos extensômetros conformes foi 

conectado a um terminal da placa aquisitora por meio de fios. 

 Após isso, foi feito um balanceamento dos extensômetros, ou seja, as 

voltagens fornecidas por eles e indicadas no Aqdados 7 foram todas zeradas, para 

que se garantisse a leitura correta das deformações. 

 

 5.4.3 Configuração do software de tratamento de dados 

 

Para que o software fornecesse os valores corretos de deformação, foi 

necesssário configurá-lo com os parâmetros representativos do ensaio. Um dos 

parâmetros de entrada é conhecido como valor de engenharia de Shunt (SE). Esse 

valor é obtido da relação a seguir, e é resultante da calibração dos extensômetros. O 

detalhamento do cálculo do SE para cada extensômetro pode ser visto no apêndice D. 

 

  @y 
  �dz { V|V|[V}~ . 10�        (29) 

 

Onde: 

FS � fator de sensibilidade do extensômetro Rc � resistência de calibração [Ω] 

Rg � resistência do extensômetro lida no multímetro [Ω] 

 

Além dessa, outras entradas foram solicitadas. A Tabela 4 as enumera. 

 

Tab. 4 Entradas do software Aqdados 7. 

Unidade de 
medida 

Taxa de 
amostragem 

Voltagem de 
excitação 

Tipo de ponte de 
Wheatstone 

Força máxima 
aplicada 

µm/m 100 Hz 5 V ¼ ponte 1,5 kN 
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 5.4.4 Configuração da MTS e aplicação da carga 

 

 Finalmente, após todo o procedimento de preparação de aquisição, realizou-se 

a configuração da máquina de aplicação da carga, propriamente dita. Definiu-se, 

basicamente, os parâmetros de entrada e de saída desejados, bem como suas unidades 

de medição. A força aplicada foi definida como parâmetro de entrada, e o 

deslocamento da garra como parâmetro de saída. Desse modo, obteve-se como 

resultado o gráfico ForçaXDeslocamento. 

 A carga foi aplicada manualmente, de maneira gradual, a uma taxa de 

aproximadamente 40N/s até um valor máximo. Quando esse valor foi atingido, a 

carga foi retirada manualmente, sem critério pré-definido. A variação de aplicação da 

carga pode ser observada na Figura 32. 

 

 

Fig. 32 Aplicação da carga pela MTS.  

 

5.5 Apresentação dos resultados 

 

O software Aqdados forneceu uma tabela de valores de deformação para 

todos os extensômetros conectados, para cada instante de tempo. Como dito 
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anteriormente, não foi possível ligar os extensômetros em configurações diferentes 

de ¼ de ponte. Ainda assim, pôde-se analisar a validade (ou não) das hipóteses 

sugeridas no item 5.1.2.3 e as deformações em regiões definidas como críticas. 

 

 

Fig. 32 Deformações dos extensômetros: 23, 24, 25 e 26.  

 

 5.5.1 Primeiro teste de hipótese 

 

A primeira hipótese sugeria que as garras originariam um momento fletor, 

decorrente da tendência que o sistema apresentava em alinhar as direções das forças 

aplicadas pelas garras. De fato isso é observado ao se analisar as deformações 

resultantes nos pares de extensômetros (localizados na mesma posição da junta, 

porém em faces opostas) 23 e 24; e 25 e 26, conforme ilustra a Figura 33. A 

deformação apresentada pelo extensômetro 23 (ε23) é diferente da deformação 

apresentada pelo extensômetro 24 (ε24). Do mesmo modo ocorre com os 

extensômetros 25 (ε25) e 26 (ε26). Uma boa estimativa da tensão de flexão (σf) nas 

posições de cada par é dada pela eq. 30. 

 

 c��� 
 y. k�3���� m        (30) 
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Onde: 

σf
ij � tensão devido à flexão na região dos extensômetros i e j. [Pa] 

εi e εj � deformações dos extensômetros i e j. 

 

Assim, a tensão de flexão máxima encontrada para o par 23/24 foi de 19,93 

MPa e para o par 25/26 foi de 23,71 MPa. Analogamente, é possível determinar a 

tensão uniforme devido à tração, segundo a eq. (31). 

 c��� 
 y. k�3[��� m        (31) 

 

 A Tabela 5 apresenta os resultados obtidos para os referidos pares, 

comparando as tensões uniformes máximas medidas com uma tensão uniforme 

máxima teórica. Essa tensão teórica foi obtida dividindo-se a máxima força de tração 

lida pela máquina (1,76 kN) pela área da seção transversal de uma das chapas      

(51,2 mm²). A comparação entre as tensões teórica e medida fornece o erro. É 

possível observar boa aderência entre os valores, já que o erro máximo foi de 2,44%. 

 

Tab. 5 Comparação entre resultados teóricos e experimentais para tração simples. 

    Erro 

Tração simples teórica 34,29 MPa - 
Tração simples 23/24 (t=132,77s) 33,46 MPa 2,44% 
Tração simples 25/26 (t=133,02s) 34,45 MPa -0,45% 

  

5.5.2 Segundo teste de hipótese 

 

 A segunda hipótese dizia respeito aos extensômetros 13 e 14. Afirmava-se 

que a tensão no eixo de simetria, nas extremidades das chapas próximas aos rebites 

seria nula. Os resultados apresentados para esses extensômetros confirmaram a 

hipótese, já que as deformações de maior módulo foram 143,49 µm/m e 83,13 µm/m, 

respectivamente. Esses valores resultaram nas tensões 9,9 MPa e 5,7 MPa, Vale 

lembrar que os extensômetros não estão localizados exatamente na extremidade das 

chapas, o que provavelmente não permitiu que a tensão fosse realmente nula.  
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No entanto, ao comparar-se esses valores de tensões com as tensões máximas 

fornecidas por outros extensômetros (83,3 MPa do nº 18, por exemplo), percebe-se 

que as tensões nos extensômetros 13 e 14 são bem mais próximas de zero. A     

Figura 34 mostra esses e outros resultados (eixo secundário: ε15). 

 

 

Fig. 33 Deformações dos extensômetros: 13, 14, 18, 22 e 15. 

 

   5.5.3 Comportamento em região não-crítica 

   

     Infelizmente os resultados referentes aos extensômetros localizados nas 

regiões consideradas não-críticas (15, 17 e 18) não permitiram repetir o estudo 

pormenorizado das tensões feito para os extensômetros ao longe. No entanto, ainda 

assim algumas conclusões puderam ser tiradas.  

O extensômetro 17 teve máxima tensão medida de 2,0 GPa, valor muito 

acima do limite de escoamento à compressão (290 MPa), certamente indicando um 
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erro de medição. Já o extensômetro 15 apresentou um valor mais plausível,        

338,5 MPa, um pouco superior ao limite de escoamento, conforme mostra a Figura 

34. Assim, é possível inferir que houve deformação plástica em sua região. 

Finalmente, no extensômetro 18 foi medido o valor máximo do módulo da tensão de 

83,3 MPa.  

 

5.5.4 Comportamento em região crítica 

 

Para que fosse estudado o comportamento da junta na região próxima aos 

prendedores, determinou-se as tensões principais correspondentes aos valores de 

deformação indicados pela roseta formada pelos extensômetros 1, 3 e 5, exibidos na 

Figura 35. As equações a seguir mostram como foram calculadas as deformações 

principais, ε1* e ε2*. 

 ��h 
 �K u�� � �K � ��v � �K �u��² � �K² � ��²v � u���K � �K�� � ����v     (32) 

��h 
 �K u�� � �K � ��v � �K �u��² � �K² � ��²v � u���K � �K�� � ����v     (33) 

 

De posse das deformações principais, foi possível determinar as tensões 

principais com o uso da eq. (34). e da eq. (35). 

 c� 
 >��i² u��h � b��hv                                                                            (34) 

c� 
 >��i² u��h � b��hv        (35) 

 

Os resultados obtidos foram σ1 = 12,39 MPa e σ2 = -5,40 MPa. Nota-se que 

esses valores são muito menores do que os valores obtidos nas regiões consideradas 

inicialmente como não-críticas. Ou seja, na realidade, as regiões não-críticas 

deveriam ser consideradas críticas, e as regiões consideradas críticas não o eram. 

O equívoco ocorreu porque a classificação das regiões foi feita com base na 

proximidade do prendedor. Porém, apesar do extensômetro, por exemplo, estar 

localizado mais afastado dos rebites, ele estava anterior ao primeiro rebite, numa 

região que sofria forte compressão. Assim, na região posterior ao primeiro rebite, as 
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tensões já não eram tão elevadas, porque a carga toda já havia sido resistida pelo 

primeiro rebite. A Figura 36 auxilia essa explicação. 

 

 

Fig. 34 Deformações dos extensômetros da roseta: 1, 3 e 5. 

 

Fig. 35 Detalhe da região próxima aos prendedores. 

 

 

 

 

 

 

 

Região anterior 
comprimida. 

Região posterior 
pouco carregada. 
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6 CONCLUSÕES 

 

Apesar das muitas dificuldades terem impedido que os objetivos finais do 

trabalho fossem alcançados, foram obtidos importantes avanços no estudo do contato 

e na modelagem de problemas de contato utilizando o software solicitado (MSC 

Marc Mentat).  

Além disso, foi feito um estudo relevante da teoria do contato de Hertz, que 

auxiliou o aprendizado de algumas funcionalidades do software. 

Finalmente, a realização dos ensaios experimentais complementou o 

desenvolvimento do trabalho pois, além de validarem alguns aspectos previstos pela 

teoria, os resultados dos ensaios também evidenciaram aspectos inicialmente 

desconhecidos.  
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ANEXO A – DATA SHEET DOS EXTENSÔMETROS 
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APÊNDICE A – COMPARAÇÃO DE TENSÕES ENTRE MEF E HERTZ 

 

 

 

 

 

 

z 
 (µm) z/a σx  

(MPa) 
σxteo  

(MPa) 
erro rel.  

(%) 
σz 

 (MPa) 
σzteo  

(MPa) 
erro rel. 

 (%) 
τ 

(MPa) 
τteo 

 (MPa) 
erro rel. 

 (%) 
0,00 0,000 -52,21 -52,18 -0,05 -52,15 -52,18 0,06 -0,03 0,00 - 

0,11 0,005 -51,82 -51,71 -0,21 -52,14 -52,18 0,08 0,16 0,24 1,67 

0,22 0,009 -51,35 -51,24 -0,23 -52,10 -52,18 0,15 0,37 0,47 1,79 

0,56 0,023 -49,93 -49,84 -0,18 -52,09 -52,17 0,14 1,08 1,16 1,93 

0,89 0,036 -48,57 -48,48 -0,17 -52,08 -52,15 0,13 1,76 1,83 1,96 

1,44 0,059 -46,41 -46,28 -0,28 -52,01 -52,09 0,14 2,80 2,91 1,96 

2,00 0,082 -44,26 -44,15 -0,25 -51,95 -52,01 0,11 3,84 3,93 1,98 

2,78 0,114 -41,49 -41,31 -0,44 -51,78 -51,85 0,13 5,14 5,27 1,98 

3,56 0,146 -38,73 -38,62 -0,27 -51,60 -51,63 0,07 6,44 6,51 1,99 

4,56 0,187 -35,61 -35,39 -0,62 -51,24 -51,29 0,11 7,82 7,95 1,98 

5,56 0,228 -32,50 -32,39 -0,33 -50,86 -50,88 0,03 9,18 9,24 1,99 

6,78 0,278 -29,28 -29,05 -0,79 -50,23 -50,28 0,08 10,48 10,62 1,99 

8,00 0,328 -26,13 -26,03 -0,39 -49,60 -49,58 -0,04 11,74 11,78 2,00 

9,44 0,387 -23,05 -22,85 -0,89 -48,61 -48,66 0,10 12,78 12,91 1,99 

10,89 0,446 -20,11 -20,06 -0,25 -47,75 -47,65 -0,21 13,82 13,80 2,00 

12,56 0,515 -17,49 -17,27 -1,28 -46,42 -46,40 -0,06 14,47 14,57 1,99 

14,22 0,583 -14,91 -14,88 -0,19 -45,22 -45,08 -0,31 15,15 15,10 2,00 

16,11 0,660 -12,76 -12,61 -1,22 -43,55 -43,54 -0,02 15,40 15,47 2,00 

18,00 0,738 -10,72 -10,71 -0,16 -42,13 -41,99 -0,33 15,70 15,64 2,00 

20,11 0,824 -9,04 -8,96 -0,91 -40,28 -40,27 -0,04 15,62 15,65 2,00 

22,22 0,911 -7,47 -7,53 0,82 -38,78 -38,58 -0,53 15,66 15,52 2,01 

24,56 1,006 -6,23 -6,25 0,42 -36,85 -36,78 -0,19 15,31 15,26 2,00 

26,89 1,102 -5,16 -5,23 1,20 -35,24 -35,07 -0,51 15,04 14,92 2,01 

29,44 1,207 -4,32 -4,33 0,23 -33,33 -33,29 -0,11 14,51 14,48 2,00 

32,00 1,311 -3,60 -3,61 0,32 -31,75 -31,64 -0,35 14,08 14,01 2,00 

34,78 1,425 -3,00 -2,99 -0,31 -29,98 -29,97 -0,04 13,49 13,49 2,00 

37,56 1,539 -2,48 -2,50 0,84 -28,53 -28,43 -0,35 13,03 12,97 2,00 

40,56 1,662 -2,00 -2,07 3,70 -26,95 -26,90 -0,19 12,48 12,41 2,01 

43,56 1,785 -1,68 -1,74 3,04 -25,62 -25,50 -0,44 11,97 11,88 2,01 

46,78 1,917 -1,40 -1,45 3,45 -24,16 -24,13 -0,10 11,38 11,34 2,00 

50,00 2,049 -1,21 -1,22 0,78 -22,95 -22,88 -0,29 10,87 10,83 2,00 

53,44 2,190 -1,01 -1,02 1,63 -21,68 -21,67 -0,03 10,33 10,32 2,00 

56,89 2,332 -0,86 -0,87 1,31 -20,63 -20,57 -0,29 9,89 9,85 2,00 



 

APÊNDICE B – POSICIONAMENTO COTADO DOS EXTENSÔMETROS 

 

    

 

 

 

 

 

 

 

 



 

APÊNDICE C – FIGURAS COMPLEMENTARES REFERENTES AOS 
ENSAIOS 

 

 

Fig. 36 Face externa e interna da junta com extensômetros. 

 

 

 

Fig. 37 Extensômetros conectados aos canais. 

 



 

 

Fig. 38 Interface gráfica da MTS. 

                                                              

 

Fig. 38 O autor em serviço. 



 

 

APÊNDICE D – CÁLCULO DOS VALORES DE ENGENHARIA DE SHUNT 
(SE) 

 

Gage Nº Canal Nº FS Rg (Ω) Rc (Ω) SE 
  01 1 2,07 120,0 579678 99,99 

  03 2 2,1 120,0 579678 98,56 

  05 3 2,07 120,0 579678 99,98 

07 4 2,07 119,9 579678 99,90 

Face 11 5 2,07 119,8 579678 99,82 

Externa 13 6 2,13 120,0 579678 97,18 

  15 7 2,13 120,0 579678 97,17 

  17 8 2,13 120,0 579678 97,17 

  23 9 2,13 120,0 579678 97,17 

  25 10 2,13 120,0 579678 97,17 
  14 17 2,13 120,0 579678 97,17 
  18 18 2,13 120,0 579678 97,17 

Face 22 19 2,13 120,0 579678 97,17 
Interna 24 20 2,13 120,0 579678 97,17 

  26 21 2,13 120,0 579678 97,17 
  28 22 2,13 120,0 579678 97,17 
  30 23 2,13 120,0 579678 97,17 

                   

 


