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Resumo. Este artigo consiste em descrever a implementacdo do método dos painéis com o objetivo de estudar o comportamento de
superficies de sustentagdo com base na teoria do escoamento potencial. Para isso, serdo realizadas consideracgdes tedricas e
equacdes que descrevem o método em questdo. Conhecendo-se os principios tedricos, o0 método sera aplicado para o caso bi-
dimensional, através de uma rotina computacional, utilizando um aerofélio NACA0012 e, com isso, serdo calculadas propriedades
como a distribuicdo do coeficiente de pressdo. Em seguida, sera feito um estudo inicial da Teoria da Linha da Linha de
Sustentacdo, visando uma posterior comparacéo dos resultados e valida¢do para o caso 3-D.
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Engenharia Mecénica.

1. Introducéo

O objetivo do trabalho proposto é o desenvolvimento de uma rotina de simulacdo computacional para o0 Método dos
Painéis, visando o projeto aerodinamico de asas. Sendo o Método dos Painéis de facil implementagdo, o software
necessario para tal rotina sera o MatLab, um software comercial, que pode ser utilizado em maquinas consideradas
simples, apresentando resultados satisfatérios.

Primeiramente, sdo feitas consideracfes tedricas sobre a Teoria da Linha de Sustentagdo, bem como sua
modelagem matematica de modo a torna-Ila passivel de simulacéo para serem obtidos alguns resultados preliminares que
serdo utilizados para fins de comparacdo ao longo do trabalho. Com esses resultados faz-se as anélises convenientes
para a validacdo do cddigo e dos resultados obtidos.

Em seguida parte-se para a modelagem matematica do Método dos Painéis, para o caso bidimensional,
incompressivel. Inicialmente faz-se uma modelagem genérica, para, com a metodologia de simulacdo correta, introduzir
0 vortice como elemento de singularidade e obter, assim, os resultados desejados. Resultados esses que sdo
propriedades do escoamento em torno do aerofolio, tais como sustentacéo, arrasto, velocidade de downwash, circulagéo,
distribuicéo de presséo e diferenca de presséo.

Apo6s a simulacdo bidimensional, 0 método dos painéis sera aplicado para o caso tridimensional, utilizando o
vértice ferradura como elemento de singularidade. Os resultados obtidos serdo comparados com os resultados
adquiridos anteriormente pela Teoria da Linha de Sustentacdo e, uma vez validados, o0 método tridimensional serd
aplicado para outra forma plana de asa.

2. Metodologia

Esta se¢do trata de todas as etapas de modelagem matematica e das metodologias empregadas nas simulacdes
para a Teoria da Linha de Sustentacdo e para o Método dos Painéis.

2.1. A Teoria da Linha de Sustentacao

Para a utilizagdo do método dos painéis, devemos impor a satisfacdo das seguintes equagdes para 0 escoamento
em torno do aerofdlio:

V2p =0 (1)
V2 =0 (2)
Ylre =0 (3)

Onde @ é o potencial de velocidades, 1 sdo as linhas de corrente e y| 5 é a circulagdo no bordo de fuga.

Uma vez que as equagdes que descrevem um escoamento potencial sdo lineares, podemos utilizar o principio
da superposi¢cdo e, assim, pode-se utilizar uma série de escoamentos simples superpostos para 0 estudo de um
escoamento mais complexo. Dessa forma, partindo da superposicdo do escoamento uniforme caracterizado pela
velocidade ao longe com a superposicdo de varios painéis de fontes, sorvedouros ou vértices, pode-se, através de
calculos numéricos, gerar a superficie da asa desejada. Com a geometria da asa em maos, é possivel calcular os
parametros necessarios para se avaliar as caracteristicas da asa e compara-los com 0s mesmos se parametros tivessem
sido calculados por teorias cléssicas da aerodindmica, como a Teoria da Linha de Sustentagdo. Para tal, serdo feitas
algumas considerac@es sobre a Teoria da Linha de Sustentacdo de Asa Finita.

A Teoria da Linha de Sustentagdo visa representar uma asa finita por uma linha de vértices (bound vortex)
como representado na figura 1.
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Figura 1: Configuracdo de vortices apds o inicio do escoamento ao redor de AB. Adaptado de Kuethe (1986)

Entretanto, pelas leis dos vortices de Helmholtz (disponivel em Kuethe (1986)), sabemos que uma linha de
vértices ndo pode terminar nas pontas da asa, mas a mesma deve formar um circuito fechado. Assim, é necesséria a
presenca de um vortice de inicio de mesma intensidade e sentido oposto no bordo de ataque representado pelo segmento
CD. Os segmentos BD e AC sédo acrescentados para terminar o circuito fechado.

Esta configuragdo se encontra apenas no inicio do escoamento. Com o tempo, admitindo uma configuragéo
estaciondria, a linha de vdrtice de inicio (CD) se encontrard muito distante da linha de vértice AB. Assim, a asa assume
uma configuracdo na qual cada secdo da mesma possui uma intensidade de circula¢do variando de zero (na ponta da
asa) até um valor maximo (no plano de simetria da asa) e com os vortices se estendendo até o infinito, como
representado na figura 2.
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Figura 2: Distribuicdo de esforgos em asa finita. Adaptado de Kuethe (1986)

Devido & diferenca de pressdo existente entre as superficies superior e inferior da asa, surgem velocidades
denominadas “downwash” (representadas por w), produzindo efeitos como a diminuicdo da forca de sustentacdo e
aumento da forca de arrasto.

A velocidade induzida em cada ponto da envergadura, e a velocidade do escoamento ao longe (V,,) determinam
um angulo de ataque induzido «;, dado por:

w

a;(y) = arctg (%) = K (4)

Sendo p a densidade do ar I' a circulagdo temos, pela lei de Kutta-Joukowski, que a forga que atua na linha de
vortice tem intensidade pVI e é normal a V. Assim:

L' = pVlcosa; = pVI (5)
E o arrasto induzido fica dado por:
D' = —pVIsina; = —pwl (6)

Utilizando uma distribuicdo de circulacdo representada pela série de Fourier abaixo (disponivel em Kuethe
(1986)) que obedece a condicdo de Kutta) temos:

1 fee)
r= Emocst Z A, sinnf (7)

n=1



Onde ¢, é a corda no plano de simetria da asa, m, € a inclinacdo da curva que descreve a variacdo do
coeficiente de sustentacdo em funcéo do angulo de ataque e 8 representa a posi¢ao ao longo da envergadura segundo a

expressdo y = (2) cos@, sendo b o comprimento da envergadura da asa.
Ap6s manipulacdes algébricas, disponiveis em Kuethe (1986), chegamos a equacdo geral que rege a teoria da
linha de sustentaco:

[oe]

MysC - MysC sinn@
a,(0) = %Z A, sinnf + Z;SZnAn
0 n=1

sin @ (8)

n=1
Assim, para uma dada distribuicdo de corda, podemos estruturar o equacionamento de forma matricial, onde, a

partir de agora, o problema consiste em identificar os coeficientes de Fourier através da resolucdo do sistema linear
abaixo:

[C]nxn[A]nxl = [a]nxl (9)

Onde:

C: matriz correspondente as parcelas em 6;
A: matriz dos coeficientes;

a: matriz dos angulos;

Utilizando esta estruturacdo, foi aplicada uma rotina computacional que calcula as propriedades de uma asa de
geometria eliptica com grande razdo de aspecto cujos resultados encontram-se na figura 4.
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Figura 4. Graficos das simulag@es para a Teoria da Linha de Sustentagdo com asa de perfil eliptico: (a) Distribuicéo de
circulacdo sobre a asa; (b) Distribuicdo de sustentagdo; (c) Distribuicdo de downwash; (d) Distribuicdo de arrasto
induzido.



2.2 Método dos Painéis

Como dito anteriormente, o método dos painéis baseia-se no principio da superposicdo, onde se busca uma
solucdo na qual a soma do escoamento ao longe com os escoamentos induzidos pelos painéis de dipolos obedecam as
condicdes impostas pelas equacdes (1), (2) e (3).

A implementacdo do método dos painéis é realizada seguindo uma metodologia que pode ser resumida em seis
passos, listados nos itens seguintes.

2.2.1 Escolha do método de singularidade

Nesta etapa do trabalho, é determinado qual o elemento de singularidade ira ser usado e qual serd a sua
distribuicdo ao longo de cada painel. Neste trabalho, foram feitas simulagGes utilizando vértices concentrados e uma
distribuicdo de vértices constantes.

2.2.2 Geragéo da malha

Apos a escolha do elemento de singularidade, deve-se escolher a forma como a geometria em estudo sera
discretizada. No presente trabalho, definiu-se que a geometria seréa dividida em painéis planos. Junto com a definicéo
dos painéis, que podem ser definidos pelos seus pontos iniciais e finais, € importante a definicdo dos pontos de controle,
que serdo os locais onde serdo impostas as condi¢fes de contorno a serem verificadas.

No caso dos vortices concentrados, os mesmo serdo colocados a um quarto do comprimento do painel,
enquanto que os pontos de controle serdo colocados a trés quartos co comprimento do painel.

Para uma distribuicdo de vortices constantes, os pontos de controle serdo colocados no centro de cada painel.

2.2.3 Calculo dos coeficientes de influéncia

Os coeficientes de influéncia serdo calculados impondo a condi¢do de contorno de Neumman, que afirma que o
escoamento na diregdo normal em cada ponto de controle deve ser nulo.

Para isso, inicialmente, devemos elaborar uma rotina que calcule a velocidade induzida por um dado elemento
de singularidade em todos os outros pontos de controle. Para o caso em que foram utilizados vértices concentrados,
temos as seguintes equagfes, que calculam as velocidades em um ponto (x,z) induzidas por um voértice discreto de
intensidade I} localizado no ponto (x;, z;):

L — X
()= DEZY) "

Onder? = (x — x)* + (z— z)>.
Jé& para uma distribuicéo constante de vdrtices, as velocidades induzidas em um ponto (x,z) por um painel
com cantos em (x4, z;) € (x,, z,) e intensidade y sdo calculadas da seguinte forma:

u, = l[atan (Z_ZZ> — atan (Z_Zl>] (11)
P2 X — X, X —x;
Yy (x—x)*+(z—2)°
__r 12
W 4nln (x —x3)% + (z — 7,)? (12)

Entretanto, esta velocidade sera calculada segundo o sistema de coordenadas do painel, havendo, dessa forma,
a necessidade de uma transformacédo de coordenadas para o sistema global, como mostra a figura abaixo:

Coordenada global
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Figura 5: Sistemas de coordenadas utilizados no método dos painéis. Adaptado de Katz (2001)



Assim, sendo n; o versor normal do painel i, os coeficientes de influéncia podem ser calculados como sendo a
velocidade normal induzida por um vortice de intensidade unitaria pertencente ao j-ésimo painel no i-ésimo ponto de
controle como segue:

a;; = (u,w); (14)
No caso em que utilizamos uma distribuicdo constante de vortices, deve ser feita uma modificacdo na condicdo

de contorno de Neumman com o objetivo de evitar que a velocidade auto-induzida no centro do painel seja nula. Esta
modificacdo consiste no fato de que, no interior do corpo, o0 escoamento potencial é constante. Assim, temos:

A L 1s)
on  al
2.2.4 Condicéo de contorno

A condigéo de contorno de Neumman impde que a soma de todas as velocidades induzidas em um dado painel
seja zero. Assim, no caso dos vortices concentrados temos, para o i-ésimo painel temos:

Z(u. w)ij 0 + (U, Weo) my = 0 (16)
J
Ja para uma distribuicdo constante de vortices:

Z(U,W)ij -ti + (Uooono) -ti =0 (17)
]

Onde t; é o versor tangente do painel.
2.2.5 Montagem e resolugdo do sistema linear

Apos o estabelecimento das condi¢Bes de contorno em todos os painéis, podemos montar um sistema linear no
qual as incognitas sdo as intensidades dos vortices. Dessa forma, temos:

a1 v AN\ /N RHS;
R A I (18)
ayy 0 ayn/ \¥n RHSy
Onde, RHS; = —(Ug, W,,) - t; (0u RHS; = —(U,, W,,) - n; para o caso de vortices discretos).
Entretanto, no caso de uma distribuicdo constante de vortices, devemos substituir uma das equacfes de
impenetrabilidade pela condicdo de Kutta definida abaixo:
Vitvyw=0 (19)

2.2.6 Calculo das pressdes

Uma vez conhecidas as intensidades dos vértices, é possivel calcular os coeficientes de pressdes nos dorsos
superior e inferior conforme as equagdes:

j=1 (20)

_ (QtOO + Qt)iz

pi = 0z, (21)



Onde, q;, e Q.,, representam, respectivamente, as velocidades tangenciais induzidas no painel i pelos demais
painéis, e a velocidade tangencial devido ao escoamento ao longe.

Assim, com a metodologia acima, pode-se reproduzir a seguinte distribuicdo de pressdes para um aerofélio tipo
NACA0012 a = 9°.

0.06 ﬁwu WM‘H 0.06 %w ‘ “’*N\,\
0.04 g"g k“&h 0.04 f \o\\
' Eﬁk .02 A
0.02 g K’Xk . f \
o= or >
o % )K* o X\ /{/
-0.04 - , -0.04 >
-0.06 WMM -0.06 MWM
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
@ (b)
Coeficiente de presséo Variagdo do coeficiente de presséo
8 4
7 35 /\\
6 -3
-5
-2.5
o g
O g 2
3 #; H
tﬁ& -1.5
2 R
B T P I j
) R e T S !
- L
0 #&w{ 0.5 .
3 —
1 o L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
x/c xlc
(©) (d)
Coeficiente de pressédo Variagdo do coeficiente de pressédo
-2.5 -4
iy
2% 35
T,
15 T,
-1 ==
R iy 3
T
-1 Mﬁ(vwﬁ—ﬁuukkkkxkt—\ﬁ .
-0.5 s a
o
o f 9 -2
ok
; -1.5
0.5
i
1 -1
15- 0.5
—
+ \\
2 0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
x/c xlc
() )

Figura 6: Resultados das simula¢des executadas: (a) Discretizagcdo da geometria com os pontos de vortices (vermelho) e
pontos de controle (verde); (b) Discretizacdo da geometria para painéis de vortices constantes; (c) Distribuicdo de
coeficientes de pressdo utilizando vortices discretos; (d) Diferenga de coeficientes de pressdes utilizando vdrtices
discretos; (e) Distribui¢do de coeficientes de pressdo utilizando vértices constantes; (f) Diferenca de coeficientes de
pressoes utilizando vortices constantes.



Uma comprovacao dos resultados pode ser realizada através da observacdo da tendéncia do valor da diferenca
do coeficiente de pressdo (figura 6) no bordo de fuga.

Sabemos que, como a vorticidade no bordo de fuga deve ser zero, ndo deve haver forca de sustentacdo nesta
regido que, por outro lado, pode ser interpretado como a inexisténcia de diferenca de pressdo neste ponto. Este resultado
pode ser observado na figura 6.

Podemos observar a presenca de um ponto deslocado no caso da simulagdo utilizando painéis de vértices
constantes. Este fato ocorre devido a substituicdo de uma das equagBes de impenetrabilidade pela condigdo de Kutta,
sendo o ponto deslocado localizado justamente na posi¢do da equagdo substituida. Uma possibilidade de correcdo pode
ser executada, a posteriori, através da interpolacéo linear entre os dois pontos adjacentes ao ponto deslocado.

2.3 Método dos Painéis — Caso Tridimensional

Nessa secdo, sera apresentado o Método dos Painéis para 0 caso Tridimensional, no qual foi implementado
utilizando o Vértice Ferradura (Horseshoe Vortex) como elemento de singularidade.

2.3.1 Método do Vértice Ferradura

Esse método utiliza um vértice ferradura como elemento de singularidade. O vdrtice ferradura é composto por
um segmento de vortice para modelar as propriedades de sustentacdo, e dois vortices semi-infinitos para modelar a
esteira. Nesse caso, deve-se respeitar o Teorema de Helmotz (segundo Katz, 2001), que afirma que um segmento de
vortice ndo possa simplesmente terminar no interior de um fluido, mas deve estender-se até a fronteira do sistema ou
ainda se fechar formando um anel (vortice de inicio). E a intensidade do vortice deve ser constante por toda a sua
extensdo. Um modelo de vortice ferradura esta exibido na Fig. (7).

Figura 7. Modelo de vortice ferradura. Adaptado de Katz (2001)

Para este elemento de singularidade, o segmento causador da sustentacdo (segmento BC) ser& posicionado a
uma distancia de um quarto de corda da asa. O segmento que corresponde ao vortice de inicio (segmento DA) devera
ser colocado a uma disténcia suficiente grande de modo que a sua influéncia possa ser desprezada. O posicionamento do
elemento, bem como o ponto de controle, pode ser visualizado na figura abaixo:
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Figura 8. Posicionamento e ponto de controle do vortice ferradura. Adaptado de Katz (2001)

Dessa forma, podemos calcular as velocidades induzidas por cada segmento de vortice como uma fun¢do dos
seus pontos inicial e final e do ponto onde se deseja calcular a velocidade induzida. Assim:

(ullvl'wl) = f(x,y,z, xAlyArZAle'yBlzBlr) (22)
(uZlUZIWZ) = f(x'ylzlxB'yB'ZB'xC'yC'ZCIF) (23)
(U3,U3,W3) = f(x'ylzGClyC'ZC' xDlyDIZDIF) (24)

Assim, a velocidade induzida pelos trés segmentos fica:
(ul v, W) = (ull V1, Wl) + (uZI Uy, WZ) + (u3’ U3' W3) (25)

E a velocidade de downwash é calculada como:



(ul v, W)* = (ull vll Wl) + (u3l v3’W3) (26)

Com a asa discretizada, pode-se calcular os vetores normais de cada painel, como exibido na figura 9:

Figura 9. Superficie da asa discretizada com vértices ferradura. Adaptado de Katz (2001)

Assim, podemos calcular os coeficientes de influéncia a;; e b;; como sendo a componente normal da
velocidade induzida por uma circulacéo de intensidade unitéria localizada no painel j no ponto de controle i. Assim:

a;j = (u, U,W)ij L

- 27
bij (u' vlw)ij T ( )

Dessa forma, através da aplicacdo das condi¢des de contorno em cada painel, podemos estruturar o problema
na resolucdo de um sistema linear com N incAgnitas (a circulagdo em cada painel) e N equagfes, sendo N o nimero de
paineis. Assim, temos:

ay [ +apl; + a3l + -+ agnly = —(Uw, Voo, Weo) -y

Ay i + aply + axsly + -+ agnly = —(Uoo, Voo, Woo) - 1,

az i + azp 0y + azsly + -+ agyly = —(Uoo, Voo, Woo) - 113 (28)
ay1 i + anxl; + anslz + -+ aynly = —(Ueo, Voo, Weo) - 1y

Obtendo as circulagdes de cada painel, podemos calcular os carregamentos da asa como sustentacdo e arrasto
induzido.

AL; = pQol;Ay;

29
AD; = —pwing [;Ay; (29)
Onde w;,, € a velocidade de downwash que pode ser calculada por:
Wing;, = z b;I; (30)
j

2.3.2 Simulac6es e resultados

Com base na metodologia descrita anteriormente, foi elaborada uma rotina computacional com o objetivo de
calcular a circulagdo, sustentacdo e arrasto induzido. Inicialmente o método foi comparado com os resultados
conhecidos da teoria da linha de sustentacdo para uma asa eliptica com o objetivo de validar o cédigo. Com a validagédo
dos resultados, pode-se implementar a mesma rotina para outras distribuicdes de corda. Nas figuras abaixo estdo
exibidos os resultados para uma asa com distribuicdes eliptica de corda, bem como a sua comparac¢do com os resultados
da teoria da linha de sustentag&o.
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Figura 10. Resultados da simula¢do para o método do vértice ferradura. a) Asa com distribuicdo eliptica de corda e
perfil NACA 0012; b) Forma plana da asa, utilizada na simulacdo; c) Distribui¢do de circulagdo; d) Distribuicdo de
sustentac&o.

0s result

Observando os resultados acima, podemos comprovar a proximidade entre os dois métodos. Assim, utilizou-se
0 método dos painéis para calcular os carregamentos para uma asa trapezoidal com kink no centro. A figura 11 mostra

ados obtidos.
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Figura 11. Resultados para asa com enflechamento de 30°; a) Forma plana da asa trapezoidal com kink b) Distribui¢do
de circulacdo c) Distribuicdo de sustentacdo d) Distribuicdo de arrasto induzido.
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Abstract: This article describes the implementation of the panel method with the aim of studying the behavior of airfoils on the basis
of the theory of potential flow. The theory behind the method is considered in detail, as well as its equations. Then, the method is
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