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RESUMO

Com o constante avanco da capacidade de processamento dos computadores nos
altimos anos, a aplicagdo de métodos numéricos de otimizacdo no projeto de
sistemas mecanicos tem se intensificado, objetivando cada vez um elevado
desempenho da estrutura projetada, seja ele referenciado a custo, massa da
estrutura, ou a qualquer outra caracteristica de interesse. Adicionalmente, com o
surgimento de novas classes de materiais, como também utilizacdo de materiais
tradicionais em novas aplicagdes, tem proporcionado um imenso campo de atuagao
para os métodos de otimizacdo. Neste trabalho, procura-se investigar a utilizacédo do
fendbmeno da viscoelasticidade em estruturas de trelica, de modo a reduzir seus
deslocamentos, quando submetidas a carregamentos dinamicos. Para isso, sao
utilizados conceitos do método de otimizacdo topoldgica na estrutura de trelicas,
tornando possivel encontrar configuracdes de areas das barras que minimizem a
energia associada ao seu comportamento dinamico. Para simulacdo das trelicas é
utilizado um solver programado em Matlab e para validagdo dos resultados, o
software comercial Ansys. Ao final do trabalho, € possivel identificar como as areas
de barras e amortecedores (modelagem para a viscosidade) sdo alocadas para
criacdo de estruturas que apresentam uma grande reducdo no valor da energia

associada ao comportamento dinamico.

Palavras-chave: Método de Otimizacdo Topologica, Método dos Elementos Finitos,

Viscoelasticidade, Trelicas Visco-elasticas.



ABSTRACT

With the constant advances in processing power of computers in recent years, the
application of optimizing numerical methods for the design of mechanical systems
has intensified, aiming at increasingly high performance of the projected structure,
whatever it is referenced to, for example, cost, mass of the structure, or to any other
feature of interest. Additionally, with the emergence of new classes of materials, as
well as use of traditional materials in new applications, has provided an immense
field for the optimization methods. In this paper, we attempt to investigate the use of
the phenomenon of viscoelasticity in truss structures, in order to reduce characteristic
displacements when they are subjected to dynamic loading. To this end, concepts of
topology optimization are used in the structure, making it possible to find truss areas
settings that minimize the energy associated with its dynamic behavior. For truss
simulation is used a self-programmed solver in Matlab and for the validation of
results, the commercial software Ansys. At the end, it can be identified settings of
areas for bars and dampers (for viscoelasticity modeling) and how they are allocated
for the creation of structures that, show large reduction in the amount of energy

associated to the dynamic behavior.

Key-words: Topology Optimization, Finite Element Method, Viscoelasticity,
Viscoelastic Truss.
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1. INTRODUCAO E MOTIVACAO

Amortecimento estrutural se caracteriza como o processo de se dissipar
energia mecanica de um sistema, objetivando a reducéao de vibragcbes, que podem
originar ndo somente altas amplitudes de movimento como também altos niveis de
ruido. Tal procedimento acaba, de forma benéfica, por aumentar a vida atil do

sistema em questao, a partir da reducéo de fadiga estrutural.

7

Sistemas de amortecimento passivos (isto €, nos quais a dissipacéo de
energia ocorre internamente ao sistema devido a presenca de juntas estruturais,
suportes ou algum outro elemento) sao largamente utilizados em aplicacdes de
Engenharia com esta finalidade. Estruturas construidas de elementos formados de
varias camadas de materiais diferentes (estruturas sanduiche) sdo especialmente
eficientes na tarefa de dissipacao de energia e assim de amortecimento do sistema.

Neste contexto, a aplicacdo de materiais visco-elasticos torna-se interessante
e util devido ao comportamento caracteristico desta classe de materiais. A juncao de
caracteristicas de materiais puramente elasticos e de puramente viscosos produzem
na pratica uma deformacdo dependente do tempo e uma consequente perda de
energia quando um carregamento € aplicado ( Figura 1.1), o que age de forma

favoravel a reducéo de vibracoes.

(a) (b)

Figura 1.1 - (@) Material puramente elastico, (b) Material visco-elastico



Aplicacdes de sistemas como estes apresentados, se encontram em
elementos estruturais, nos quais se deseja apresentar um comportamento mais
eficiente de reducdo de amplitudes de movimentos e consequentemente de
amortecimento como: elementos de suspensdo, coxim do motor de veiculos, entre
outros. Grande destaque tem-se também aplicabilidade nos chamados mecanismos
flexiveis, nos quais a movimentagdo da estrutura é dada por sua flexibilidade e néo
pela presenca de pinos, juntas (Figura 1.2). Mecanismos flexiveis podem ser
encontrados em mecanismos de mecanica de precisdo, area biomédica e mais
recentemente nos microeletromecanismos (MEMS em inglés). Mais informagbes

sobre mecanismos flexiveis podem ser encontras em [1] e [2].

regido rigida

regido flexivel

-

Figura 1.2 - Exemplo de mecanismo flexivel [1]

Para o projeto de tais mecanismos, o0 método de otimizacao topolégica (MOT)
tem sem mostrado a mais genérica e sistematica das técnicas empregadas. Em sua
implementacdo combina-se um método de otimizacdo com o método dos elementos
finitos (MEF). A introducdo do método de otimizacdo topoldgica no projeto destas
estruturas busca a adequacédo do sistema projetado a restricbes construtivas, de
seguranca, entre outras, de modo que o emprego de material na constru¢cdo do
sistema seja realizado da forma mais eficiente possivel, reduzindo custos (Figura
1.3).



Dominio de projeto com
cargas e condigdo de contorno,

Algoritmo de suavizagdo

Distribui¢dio de Material baseado em isosuperficies

obtida por OT. usado para interpretagio do
resultado de OT.

Figura 1.3 - Exemplo de aplicacdo do MOT para um dominio tridimensional [3]



2.  OBJETIVOS

7

O objetivo deste trabalho é otimizar o comportamento vibratorio de uma
estrutura de trelicas através do uso do método de otimizacdo topoldgica. Pretende-
se desta forma, otimizar a resposta no tempo da estrutura em questédo, quando esta
€ submetida a acdo de um determinado carregamento. Com este intuito, sdo
utilizados elementos de trelica com comportamento visco-elastico, sendo a
viscoelasticidade a principal fonte de amortecimento da estrutura, promovendo
assim a absorcdo de vibracbes da estrutura, quando esta estiver submetida a

carregamentos (Figura 2.1).

(a)

(b)

Figura 2.1 - Exemplo de viga formada por elementos visco-elasticos de trelica — (a) lamina de

aluminio, (b) nicleo de material visco-elastico

7

Para a modelagem da viscoelasticidade, € utilizado o modelo de Voigt, no
qual se emprega um elemento elastico em paralelo com um elemento de dissipacao
viscosa, para a reproducdo aproximada dos comportamentos visco-elasticos (para

mais detalhes ver 5.2).



Como funcado objetivo para a otimizacdo é utilizada uma medida de energia
associada ao comportamento dinamico da estrutura, quando submetida a
carregamentos, tornando assim possivel, obter para quais valores de secdes
transversais das barras de trelica, que serdo empregadas neste estudo como
variaveis de projeto, obtém-se comportamentos dindmicos com menores valores

deste parametro de energia associada.



3. CRONOGRAMA DAS ATIVIDADES

As atividades serdo realizadas de acordo com o seguinte cronograma (Tabela 3.1):

Tabela 3.1 - Cronograma

Al

A2

A3

A4

A5

A6

A7

A8

Ativ.

Al

A2

A3

A4

A5

A6

A7

A8

Abril  Maio Junho Julho Agosto Setembro Outubro Novembro

Familiarizacdo com os softwares (Ansys/ModeFrontier)
Estudo teorico — Materiais visco-elasticos

Simulacdo Ansys — Estrutura visco-elastica simples
Estudo tedrico — Otimizagéo Topoldgica

Formulacédo do problema de otimizacéo

Simulagdo Matlab — Estrutura visco-elastica simples
Integracao - Matlab + ModeFrontier

Otimizacdo do comportamento vibratorio da estrutura



4. METODOLOGIA

Para o desenvolvimento do projeto proposto, as atividades foram divididas nas

seguintes etapas:

* Familiarizagdo com os softwares (Ansys/ModeFrontier);
» Estudo tedrico — Materiais visco-elasticos;

* Simulagdo Ansys — Estrutura visco-elastica simples;

» Estudo tedrico — Método de Otimizacéo Topologica,

* Formulacao do problema de otimizacéao;

» Simulagdo Matlab - Estrutura visco-elastica simples;

* Integracdo Matlab + ModeFrontier;

» Otimizagdo do comportamento vibratério da estrutura;

No inicio do projeto, a fase de familiarizacdo com os softwares que foram
utilizados foi de extrema importancia no sentido de criar os conhecimentos basicos
de utilizagdo dos programas Ansys e ModeFrontier, de modo que a realizagcdo das

tarefas ndo fossem prejudicadas (Figura 4.1).

— AN
NEOR =

+ g

Figura 4.1 - Interfaces dos Softwares Ansys e ModeFrontier
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Foi realizado a seguir um estudo das bases tedricas sobre materiais visco-
elasticos. Caracterizacado, comportamentos basicos, diferencas com relacdo a outros

tipos de materiais e exemplos serdo contetdos abordados.

Com estes conceitos consolidados, a proxima tarefa foi simular, no software
comercial de analise estrutural Ansys, o comportamento de uma estrutura visco-
elastica submetida a um carregamento. Esta simulacdo teve por objetivo viabilizar a
validacdo dos resultados que seriam obtidos posteriormente com o solver feito em
Matlab.

O aprofundamento nas bases do método de otimizag&o topoldgica ocorreu a
seguir objetivando ndo somente o aprendizado de sua formulacdo como também

vantagens, desvantagens e diferencas perante outras abordagens de otimizacéao.

De modo a conseguir otimizar eficientemente o comportamento vibratorio da
viga apresentada na introducdo deste relatério, a formulacdo do problema de
otimizacdo é de importancia fundamental. Caracteristicas e limitacdes construtivas
da estrutura analisada (como condicbes de contorno, carregamentos aplicados e
restricbes de dimensionamento) sdo levadas em consideracdo na determinacdo da
funcdo objetivo (funcdo que se quer otimizar) e nas restricbes que limitam as

possiveis solugcdes do problema.

Apés estas etapas ocorreu a integracdo do solver (em Matlab) responsavel
pela modelagem do comportamento estrutural do sistema com o software
responsavel pela otimizacdo da estrutura. Para a funcdo de otimizacdo foi
empregado o software comercial ModeFrontier, que permite a comunicacdo e
integracdo de varios programas de desenvolvimento de produtos (Matlab, Catia,
Ansys, Abaqus, etc) através da construcédo de um “Workflow”, que descreve passo a

passo o caminho das informac¢des durante o processo de calculo.
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Lowest Area k Lowest Area_c
o 0
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Figura 4.2 - Workflow criado com o ModeFrontier
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5.  VISCOELASTICIDADE

5.1 Os Fendbmeno da Viscoelasticidade

Para descrever do comportamento de muitos materiais solidos, submetidos a
baixas deformacdes, € utilizada com frequéncia a lei de Hooke, que caracteriza uma
relacdo de proporcionalidade entre a tensdo o e a deformacdo &, presentes no

material (aqui classificado como linear-elastico):

o=Ee (5.1)

onde, E representa o médulo de Young ou moédulo de elasticidade. A lei de Hooke
para materiais linear-elasticos pode também ser escrita utilizando-se o conceito de
Flexibilidade J:

e=]Jo, (5.2)

que, no campo da resisténcia dos materiais, pode ser definida como o inverso do

modulo de elasticidade:

(5.3)

Os materiais visco-elasticos, entretanto, apresentam propriedades nao
somente elasticas (como dos solidos, descrita normalmente pela lei de Hooke), mas

também viscosas (como nos fluidos).
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As propriedades de resisténcia e rigidez dos materiais podem ser ilustradas
através do chamado diagrama de tensdo-deformacdo, que € obtida através da
realizacdo de um ensaio de tracdo. Neste ensaio, aplica-se em uma amostra de um
material padronizado uma carga crescente, de modo a provocar sua fratura. Desta
forma é possivel obter, qual o comportamento deste material entre as variaveis

deformacéo e tenséo correspondente.

Como visto na introducdo deste trabalho, para o0s materiais com
comportamento linear-elastico, este diagrama apresenta-se como uma reta de
inclinacdo constante (numericamente idéntico ao modulo de elasticidade do
material), quando os valores de tensdo permanecem menores do que a tenséao limite

de proporcionalidade do material ensaiado.

Entretanto para os materiais ditos visco-elasticos, a curva tensado-deformacéo
apresenta uma diminuicdo de sua inclinacdo a medida que o material € carregado.
Quando o material € descarregado, 0 comportamento entre as variaveis tensédo e
deformagéo percorre um caminho diferente do que quando ele foi carregado. Isto
significa que o carregamento e descarregamento do material ndo € instantaneo,
como é admitido para materiais linear-elasticos, e sim, que 0s materiais Vvisco-

elasticos apresentam uma relacao entre tenséo e deformacéo dependente do tempo.

5.2 Os modelos de Kelvin-Voigt e Maxwell

Para a modelagem dos materiais visco-elasticos sdo normalmente usados
modelos que reunem elementos elasticos (representados por molas) e elementos

viscosos (representados por amortecedores). Os modelos mais comuns sao:

* modelo de Kelvin-Voigt - no qual um elemento de mola é ligado em
paralelo com um amortecedor;
* modelo de Maxwell — no qual um elemento de mola é ligado em série

com um amortecedor.
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@ ®)

Figura 5.1 - Modelos basicos para descricdo de materiais visco-elasticos : (a) Modelo de Kelvin-Voigt
(b) Modelo de Maxwell

O comportamento elastico de um modelo pode se facilmente entendido
imaginando-se a acdo de uma mola presa por uma extremidade. Quando esta &
submetida a acdo de uma for¢a F na outra extremidade, produz um deslocamento d.
Como ja dito anteriormente, este deslocamento & aparece instantaneamente a
aplicacdo da forca F, ou seja, o carregamento do material devido a forca F nédo
depende do tempo. Adicionalmente, a relagcdo entre a forca F e o deslocamento &
igual seja durante o carregamento ou descarregamento do material, ou seja, durante
0 carregamento ou descarregamento de um material elastico linear, a linha reta da
Figura 5.2(a) é sempre percorrida, seja no sentido ascendente (carregamento) como
no descendente (descarregamento). Estes conceitos podem ser igualmente

expandidos para diagramas que relacionam as variaveis tensdo e deformacéo.

Em contrapartida, o comportamento viscoso € modelado esquematicamente
através de um pistdo, que contém um fluido em sua cavidade e que sera
pressionado pelo émbolo através da atuacdo de uma forca P (Figura 5.3a). O
émbolo apresenta um pequeno orificio que permite a passagem do liquido, & medida
que a for¢a P produz um deslocamento do émbolo para baixo. Desta maneira, pode-
se dizer que a forga P € proporcional ndo ao deslocamento do embolo & e sim a sua
taxa de variacdo 8. Em termos de tenséo e deformacéo, a seguinte lei constitutiva

pode ser escrita:
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de 54
- (5.4)

Para melhor entendimento, é possivel ver na Figura 5.2 e Figura 5.3, o
comportamento puramente elastico (linear e ndo linear) de uma mola e puramente
viscoso (linear e ndo linear) de um amortecedor. A andlise presente neste estudo se

resumird no comportamento linear das parcelas elastica e viscosa.

Ao, F Ao, F

(a) (b) (c) (d)

Figura 5.3 - Modelo para representacéo viscosa: (a) Modelo fisico de um amortecedor (b)

Representacao esquematica (c) Viscosidade linear (d) Viscosidade nao-linear
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Quando se lida com os efeitos elasticos e viscosos lineares, as leis
constitutivas dos modelos de Kelvin-Voigt e de Maxwell podem ser obtidas através
da superposicao de esfor¢os. Para o modelo de Kelvin-Voigt, por exemplo, pode-se
escrever que a tensao total € soma da tensédo devida a componente elastica com a

tensdo devida a componente viscosa:

de
o=Ee+n Z (®-5)

Para a construcdo da expressdao (5.5), foi utilizado para caracterizar a
componente viscosa do modelo, a lei de Newton para viscosidade, descrito pela
Figura 5.3. Considerando a tensdo normal o = o0, constante, a equacdo (5.1)

representa uma equacao diferencial, que pode ser resolvida em &(t).

Considerando que sua solugéo particular pode ser escrita como:
&£ (t) = % , (5.6)

a solucéo geral da equacao diferencial (5.5), é dada por:

E
e =2+Ce . (5.7)

Admitindo que para t = t,, tem-se deformacao nula ¢ = 0, obtém-se:

E
e (©) =%[1-ce ). (5-8)
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Desta maneira a expressao (5.8), representa a deformacao ¢ (t), durante o
carregamento do material. Para se analisar o descarregamento, admite-se que para
t =t, (sendo t; > t,), tem-se a deformacéo € (t;) =&, e g, = 0. O instante t =t; é
caracterizado pelo instante, no qual ocorre o descarregamento do material (tensao
o, Se torna instantaneamente zero), o que causa novamente a diminuicdo gradativa
de ¢ a zero (Figura 5.4). Quando se substitui estas condicdes de contorno na

equacdao diferencial (5.7), obtém-se:

“Et-t) (5.9)

e(t)=¢ge

A Figura 5.4 ilustra o comportamento do modelo de Kelvin durante o

carregamento e descarregamento do material:

| . ‘
to t1 ;
E n|—| o]
T
|
¢ o to tll ;

Figura 5.4 - Deformacéo e recuperacdo do modelo de Kelvin-Voigt sobre atuacéo de tenséo

constante

Como pode ser visto na Figura 5.4, embora durante o carregamento e

descarregamento do material, ocorra perda de energia, a deformacéo € totalmente



18

recuperavel sendo que ¢ (t), tende, ap0s o descarregamento, de maneira assintética

a Zero.

A hipotese presente no modelo de Kelvin-Voigt, de que a tenséo g, € constante
e que ocorre somente variacdo da deformacédo no tempo caracteriza o chamado
problema de fluéncia. Considerando que o0 amortecedor ndo se deforma
instantaneamente, (pois para que iSSo ocorresse, seria necessario aplicacao de uma
tensdo infinita para que houvesse uma taxa de deformacé&o igualmente infinita - Ver
equacao (5.4)), no instante que a tensdo é aplicada (t,), o esforco € suportado
totalmente pelo amortecedor, pois a mola ndo esta deformada e, portanto, sua
tensdo € nula. A medida que a deformacdo aumenta, aumenta também a tensdo na
mola, o que faz reduzir a tensdo no amortecedor e por consequéncia reduzir sua
taxa de deformacdo. Esta taxa, entdo, se torna nula, somente quando todo o

carregamento € transferido para a mola, o que acontece teoricamente, para t — o,

quando & = %

O procedimento de recuperacdo da deformagéo durante o descarregamento do
material ocorre de maneira semelhante. Para o instante t;, quando a tensao o, se
anula, a deformacao ¢; presente no sistema produz uma tensdo na mola, que deve
ser equilibrada por uma tensdo em sentido contrario no amortecedor. Esta tensdo do
amortecedor é que causara a recuperacdo da deformacdo. A medida que a
deformacdo no sistema diminui, diminui também a taxa de recuperacdo, até a

deformacéo ser totalmente recuperada, o que ocorre para t — o, quando ¢ = 0.

A quantidade s representa o tempo de reacdo do modelo diante de uma

mudanca na aplicacdo de um esforco e & usualmente chamada de moddulo de

fluéncia ou coeficiente de retardamento. Seu inverso % tem dimenséao de tempo e é

designado como tempo de retardamento.

Assim como a superposicdo de esforgos para o modelo de Kelvin-Voigt, pode
ser feita também para o modelo de Maxwell, no qual se associa em série um
elemento de mola com um elemento viscoso. Para este modelo, se deve somar as

taxas de deformacdo na mola com a do amortecedor:
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(5.10)

=19

Contrariamente ao modelo de Kelvin-Voigt, a obtencdo da deformagao com a
Equacao (5.10) é direta quando o nivel de tensdo € mantido constante. Como pode
ser visto na Figura 5.5(a), a funcdo ¢ (t) tem comportamento linear a partir do
momento em que o material é carregado. Quando ele é descarregado
instantaneamente, a taxa de deformacao se torna nula, de acordo com a Equacao
(5.10), fazendo com que a deformacgéo fique constante a partir do instante, que o

material é descarregado (t;).

Outra andlise possivel para o modelo de Maxwell pode ser vista na Figura
5.5(b). Neste caso é aplicada ao modelo, a partir do instante t = t,, uma deformacéo
constante. Para obtencdo da tensdao, mantendo a deformag&o constante, deve-se

novamente resolver a equacao (5.10), como uma equacao diferencial em o (t).

Como a deformacdo é mantida constante, tem-se que ¢ = 0. O que implica

em:

(5.11)

= Q-

A segunda condicao de contorno expressa que parat = t,, a tensdo o no sistema é

igual a:

o = Eg,. (5.12)

Reunindo as condi¢des de contorno (5.11) e (5.12), obtém-se a solugédo da

equacao diferencial (5.10):
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E(t-to) (5.13)

o =Ege 1

O comportamento do modelo de Maxwell é ilustrado na Figura 5.5. A forma da
curva de relaxamento pode ser explicada de maneira semelhante a realizada para o
modelo de Kelvin-Voigt, sobre tensdo constante (fenébmeno de fluéncia). Como o
amortecedor ndo se deforma instantaneamente, como mencionado anteriormente, a
deformacdo imposta € primeiramente repassada integralmente para a mola,
causando um esforco inicial na mola o = E¢,. Esta tensdo decai com o tempo, a
medida que o amortecedor se deforma, enquanto que esta deformagédo causa uma
reducdo na deformacédo da mola (a deformacgéo total permanece constante). Para
t — oo, 0 sistema tende a perder toda a tensdo que tinha no instante inicial, devido

ao relaxamento promovido pelo amortecedor.

JT o E
P> o £p
2 g N
-() f.U fl t t(} iy
o
; £ A
T;.‘ il L
= |
g
i |
o to t1 ? to ;
(a) (b)

Figura 5.5 - Modelo de Maxwell: (a) Fluéncia (b) Relaxamento

Embora os modelos de Kelvin-Voigt e Maxwell descrevam qualitativamente os

fendbmenos visco-elasticos basicos, quando se deseja niveis mais elevados de
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precisdo na descricdo destes fendmenos, outros modelos mais sofisticados
precisam ser utilizados. Normalmente utiliza-se para este fim, agrupamentos em
série de elementos de Kelvin-Voigt ou agrupamentos em paralelo de elementos de
Maxwell.
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6. METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

6.1 Introducéo

Métodos de simulacdo numérica como o Método dos Elementos Finitos (MEF)
tem se tornado nos ultimos anos uma parte fundamental no processo construtivo de
um sistema. A utilizagdo de programas comerciais de simulagéo facilitam sua
aplicacdo, tornando-a cada vez mais confortavel. E possivel de uma maneira
relativamente facil a partir de arquivos CAD, obter por exemplo uma analise de
tensdes de uma peca submetida a determinados esforcos. No entanto, os resultados
obtidos nem sempre apresentam a qualidade desejada para uma certa analise.
Neste contexto € essencial o correto entendimento das bases do método para ser

possivel se obter com qualidade, 0 maximo que ele é possivel nos oferecer.

Toda simulacdo numérica € composta de 4 etapas:

1. Definicdo do problema e da realidade que se deseja descrever;

2. Desenvolvimento de um modelo: Obtencédo das equacfes que descrevem
o fenbmeno fisico em questao;
Utilizacdo de métodos de solugcdo numeérica,

4. Representacdo, Avaliacao e interpretacao dos resultados.

Na primeira etapa sao importantes as definicdes dos fenémenos fisicos que
contribuem para o que se quer analisar com a simulacéo. Efeitos de segunda ordem
ou que tem pouca influéncia no que se quer analisar, por exemplo, dificultam a
obtencdo de uma solucdo. Quando se deseja obter uma solugédo analitica para um
certo problema, a introducdo destas dificuldades extras pode inclusive tornar
impossivel a obtencdo de uma solucdo. Portanto nesta etapa € importante o

questionamento sobre os fen6menos a serem considerados na simulagao.

Na segunda etapa, desenvolve-se um modelo, que representa o fendmeno

fisico de forma idealizada, ou seja, considera-se no modelo somente os efeitos que
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sdo importantes para a analise em questdo. Medidas simplificadoras relacionadas
aos materiais, geometria, condicbes de contorno e a restricbes de carregamentos e
deslocamentos séo utilizadas e devem ser sempre lembradas e ressaltadas durante

a realizacao da etapa 4.

Na terceira etapa sdo escolhidos métodos numéricos adequados para a
solucdo do problema proposto, que se utilizam em geral da discretizacdo do dominio

de trabalho para se obter uma solucéo.

Enfim a quarta etapa compreende a representacédo e interpretacao critica dos
resultados obtidos. Simplificacbes adotadas na etapa 2 devem ser agora discutidas
e verificadas com o objetivo principal de se encontrar possiveis erros, que podem
estar presentes em quaisquer uma destas quatro etapas. Ndo menos importante do
que as outras etapas, a representacao e interpretacao dos resultados desempenham
um papel muito importante na determinacao, se o que foi adotado anteriormente foi
adequado para se obter uma solucdo precisa o suficiente e de uma maneira
eficiente. Especialmente importante desempenha o papel da precisdo quando se
discute a eficiéncia da solucdo de um problema através de métodos numeéricos.
SolugBes altamente precisas podem ser encontradas, mas somente atraves do uso
de um vasto recurso computacional e extenso gasto de tempo, o que pode néo ser
interessante e necessario, quando se quer obter um namero alto de solugdes num

relativo baixo espaco de tempo, o que acontece normalmente nas industrias.

6.2 Principio do Método dos Elementos Finitos

A idéia principal do método dos elementos finitos, quando aplicado a anélise
estrutural, estd na descricdo da deformacdo de um corpo rigido através da
discretizacdo do dominio analisado e ndo através de um campo de deformacdes
(solucdes fechadas para as equacdes diferenciais). O dominio a ser analisado, aqui
designado por Q é na prética discretizado em pequenos elementos Q. que sdo
ligados aos elementos vizinhos através de nos (Figura 6.1).
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Contrariamente as solucdes analiticas, sdo encontradas solucdes para as
grandezas procuradas (deslocamentos, tensdes, etc) somente para 0s nds da
estrutura. Para os outros pontos do dominio Q sdo definidas solu¢bes aproximadas,
através da utilizacao de funcdes de forma, que podem ser mais comumente lineares
ou parabdlicas, dependendo dos fenbmenos que se deseja representar com 0
modelo de elementos finitos.

(=t
[ S

Figura 6.1 - Discretizacdo de um dominio com o uso de elementos finitos

Para uma completa descricdo de um chamado problema de valor de contorno é
essencial a presenca das condicbes de contorno. Dependendo da natureza da
condi¢éo de contorno, ela pode ser classificada em:

» CondicOes de contorno geométricas:
Sao representadas nos problemas de andlise estrutural por deslocamentos
ou engastamentos de parte do contorno do dominio analisado. Também
podem ser chamadas de condi¢cdes de contorno de Dirichlet ou condi¢gbes

de contorno essencial;

* CondigOes de contorno de tenséo:
Sao representadas por tensbes, forcas ou pressdes localizadas no
contorno do dominio. Elas representam, portanto 0s carregamentos

externos as quais, a estrutura analisada esta submetida. Sdo chamadas
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também de condi¢cdes de contorno de Neumann ou condi¢cdes de contorno

naturais;

Condicdes de contorno continuas como, por exemplo, forcas externas
aplicadas numa parte do contorno I'; ou deslocamentos dados em [, devem ser

também discretizadas, durante a abordagem do problema com o MEF.

6.3 Equac0Oes Basicas da Mecanica dos Corpos Deforma  veis

Do ponto de vista tedrico, o método dos elementos finitos pode ser
caracterizado como um poderoso método de resolucdo de equacdes diferenciais
parciais. Para que as bases do MEF se tornem claras € preciso especial atencéo ao
procedimento de se achar as equacdes diferenciais que regem o problema, que se
tem interesse. Com esta finalidade sera considerado como exemplo, somente
problemas estaticos, com materiais linear-elasticos e pequenos deslocamentos.
Efeitos de segunda ordem como nao-linearidades ndo serdo a principio tratados

nesta introducéo.

Com o intuito de demonstrar como as equagdes que regem o problema podem
ser determinadas, sera utilizado como exemplo uma estrutura modelo. Para isso é

preciso especial atencéo as seguintes equacoes:

» Equacoes de Equilibrio;
* Relagbes cinematicas, que fornecem uma dependéncia entre o0s
deslocamentos e deformacdes;

* Relagbes constitutivas (lei do material em questéo);

As equacOes béasicas da mecéanica das estruturas serdo apresentadas a
seguir para o exemplo simples de uma barra sujeita a um carregamento ao longo de

seu eixo longitudinal. O material barra apresenta comportamento elastico-linear. A
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barra em sua extremidade superior encontra-se engastada e é carregada por uma
forca na extremidade oposta. Como Unico grau de liberdade se apresenta o

descolamento u na direcao longitudinal da barra (Figura 6.2).

l " AR R R N
Tr,u A T
r —\\\
b=
[ pgA dx 1
-'_.F"
1 o N +dN

E A= const IF

Figura 6.2 - Barra de tracdo sujeita aos carregamentos de peso préprio e forca externa

A condicéo de equilibrio estatico de um pedaco infinitesimal de barra fornece:
N+ dN + pAgdx—N =0 (6.1)

onde N descreve a forca normal na barra, p sua densidade, g a aceleracdo da
gravidade, A sua éarea da seccdo transversal e x a coordenada na direcéo
longitudinal. Apds pequenas manipulacdes algébricas, obtém-se para uma barra de

seccdao transversal constante e material isotropico:

(6.2)
dx
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7

A relacdo entre os deslocamentos e deformacbes € chamada de relacéo
cinemdtica. Para a barra em questdo, calcula-se as deformacdes através da

derivada dos deslocamentos:

du (6.3)
dx

Como foi assumido se tratar de um material elastico linear, a relacdo
constitutiva é representada na forma da Lei de Hooke, na qual a deformacdo na

direcéo longitudinal da barra é diretamente proporcional a tensédo nesta direcao:
o=Ee (6.4)

onde E representa o modulo de elasticidade do material da barra. Adicionalmente a

tensdo normal pode ser escrita em termos da forca longitudinal F: o = F/A.

Para a completa descricdo do problema € necessario a consideracdo das
condi¢bes de contorno. O engastamento na parte superior da barra representa a
condicdo de contorno essencial ou condicdo de contorno de Dirichlet, enquanto a
forca F na parte inferior, a condicdo de contorno de Neumann ou condi¢cdo de

contorno natural.

u(0) = 0 - Engaste

F (6.5)
N()=Fouo(l) = 1 — Forga Externa

Substituindo a definicdo da tensdo normal na equacdo (6.2), obtém-se a

equacao diferencial para a tensédo normal ao longo da barra:
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do (6.6)
A—+ pAg =0.
T PAg

Com a utilizacdo das relacdes cinematicas e constitutivas - equacodes (6.3) e (6.4),

obtém-se finalmente a equacéao diferencial para os deslocamentos procurados:

EAd2u+ Ao =0 (6.7)
dxz * PRI=

considerando uma area de seccao transversal constante e material isotropico.
Juntamente com as condi¢des de contorno (6.5), os deslocamentos u em funcéo da

coordenada x podem ser encontrados.

6.4 Forma Fraca da Equacao Diferencial

A solucado analitica para a equacao diferencial do problema explorado no item
anterior somente é possivel somente para algumas condicbes de contorno. Para
resolver problemas mais complexos, encontrar a solugdo analitica torna-se
impraticavel e faz-se necessério utilizar métodos que aproximem a solucdo. Um
poderoso método € representado pelo MEF. O MEF é aplicado a resolucdo de

equacdes diferenciais, através da chamada forma fraca de uma equacdao diferencial.

Os proximos paragrafos descrevem primeiramente o método dos residuos
ponderados e a seguir introduzem a idéia de forma fraca de uma equacéao diferencial
através do método de Galerkin e alternativamente através do principio dos
deslocamentos virtuais. Na apresentacdo destes métodos, € utilizada como

exemplo, a estrutura discutida no item anterior e apresentada na Figura 6.2.



29

6.4.1 Método dos Residuos Ponderados

Seja uma aproximagdo da funcdo u(x), representante do deslocamento

pontual da barra em sua direcao longitudinal:
u(x) = (x). (6.8)

Substituindo esta aproximacgdo na equacgdo diferencial (6.7) da barra, obtém-se a
expressao:
a2 (6.9)

u
EA— Ag =R

onde R é designado Residuo, devido a proximidade da solucdo proposta com a
solucédo correta. Somente quando u(x) for exatamente igual a #@i(x) o residuo é igual
a zero. Ao construir uma expressao para i(x) € normalmente utilizado uma
aproximacao de Ritz, que assume que a solucdo exata pode ser descrita como uma

combinacdo linear da forma:

n (6.10)
1) = fr)+ Y fitday
i=1

sendo f;(x), funcbes de aproximacéao linearmente independentes e a;, coeficientes
constantes. Especialmente importantes sao as fungbes de aproximacdo, que s&o
arbitrarias. Elas devem apenas satisfazer as condi¢cées de contorno essenciais. Isso
significa que as funcbes de aproximacdo devem ser iguais a zero em todo o
contorno do dominio, onde os deslocamentos sdo dados. A funcdo fr(x) deve
satisfazer desta maneira, a condicdo que a condicdo de contorno de Dirichlet

estabelece.
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A condigdo que a equacéao diferencial deve ser satisfazer para resolucéo do

problema é:

L (6.11)
f w;Rdx =0 (i=1,2,..,n)
0

onde as func@es arbitrarias w;(x) sdo denominadas funcbes de forma. Considerando
que a integral definida de um produto de funcdes representa o calculo de um produto
escalar, pode-se interpretar esta condicdo com uma projecdo do residuo R num
subespaco gerado pelas funcdes de forma arbitrarias, de modo que esta projecéo

seja zero.
6.4.2 Método de Galerkin

O método de Galerkin é um caso particular do método dos residuos
ponderados, no qual as funcdes de forma w;(x) sé&o também utilizadas para
aproximar a funcdo u(x), ou seja, as fungbes aproximadoras f;(x) correspondem as
funcdes de forma. Este procedimento serve de ponto de partida para se mostrar as
bases do MEF.

Portanto para a aproximacédo da funcdo u(x) através do Método de Galerkin,

é utilizada a seguinte aproximacéao de Ritz:
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2 ~ ) = 0+ ) fila (6.12)
i=1

wi(x) = fi(x) paratodoi=1,..,n

Aqui sdo ainda a;, constantes desconhecidas para os deslocamentos. O termo fr(x)
satisfaz as condigbes de contorno de Dirichlet no contorno T (aqui sendo
representadas pelos deslocamentos dados no contorno). As funcdes de forma w;(x),
assim como no método dos residuos ponderados, devem satisfazer as mesmas
exigéncias para as funcfes aproximadoras f;(x). Ou seja, devem ser nulas, em todo

0 contorno, onde os deslocamentos forem dados.
6.4.3 Forma Fraca da Equacéao Diferencial pelo Métod o de Galerkin

Utilizando-se a expressdo (6.11), juntamente com a definicdo do residuo

(6.12) de acordo com o método de Galerkin, obtém-se:

t EAdzﬁd ! Aad 0 (6.13)
fow T x+Jowp gax =

pode-se integrar por partes. Apos rearranjar os termos, obtém-se a chamada forma

fraca da equacéo diferencial da barra (6.14):

Ldw dii l dil ! (6.14)
—EA—xdx— prAgdx—[wEAa =0
0 0
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Ela possui este home, devido aos menores requisitos exigidos para a funcédo u(x),

guanto a sua derivabilidade.

Para que o problema seja totalmente descrito, é preciso que as condi¢cdes de
contorno sejam consideradas. Para o exemplo da barra de tracdo sujeita aos
carregamentos de peso-proprio e forgca externa (Figura 6.2), pode-se escrever para o

ualtimo termo da equacéo (6.14):

dan da(l) di(0)
[WEAE]O = W(EA= =~ w(0)EA= -

dZiz) =w(DEAe() = wDAa()) = w(DF|, (6.15)

1° Termo: w(l)EA

2° Termo: Condicao para escolha da funcdo de forma w(x):
Engastamentoem x =0: @(0) =0 - w(0)=0

Considerando as condi¢cbes de contorno, a forma fraca da equacéo diferencial da

barra pode ser rescrita como:

7l L (6.16)
—EA—xdx— prAgdx — [wF]|; =0
0

6.4.4 Principio dos Trabalhos Virtuais

Um procedimento alternativo para formulagédo do problema pode ser descrita
com a utilizacdo do chamado principio dos trabalhos virtuais (PTV). O principio
consiste na colocacdo de forgas virtuais no sistema que se quer analisar e partir

disto, através de uma analise energética, obter a forma fraca da equacao diferencial
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qgue o rege. Do ponto de vista pratico, o principio dos trabalhos virtuais pode ser
utilizado aqui, como uma forma alternativa de se estabelecer as condi¢cdes de

equilibrio do sistema.

No exemplo da barra contida na Figura 6.3, o trabalho W, de uma forca
externa F deve ser calculado. ApO6s o carregamento da forca F, obtém-se um
deslocamento u na extremidade inferior da barra. O carregamento deve ser aplicado

de forma quase-estatico e efeitos dindAmicos néo serdo nesta etapa considerados.

EA | e

E__i _[ u N -

F i

Figura 6.3 - Carregamento quase-estatico da barra

Através do deslocamento da extremidade inferior da barra do estado n&o-
deformado para o deformado, a for¢a F produz o trabalho Wz, ,:

u_ 1 (6.17)
We ot = fOqu= EFu.

Utilizando-se das relagcfes constitutiva e cinematica, obtém-se uma relacdo entre a

forca aplicada e o deslocamento obtido: F = ?a ou U= g E admitido que a forca F
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seja conservativa, ou seja independente do lugar e do histérico do carregamento e

que sua aplicacao seja sempre paralela ao deslocamento.

O carregamento de peso proprio da barra pode ser interpretado como um
carregamento distribuido de valor n =pAg. Considerando uma porc¢ao infinitesimal
de um elemento de barra, pode-se calcular o trabalho da forca peso (forca externa)

por unidade de comprimento:

_ fu 1 (6.18)
. 2

Figura 6.4 - Trabalho da forca peso para um elemento infinitesimal de barra

assim, o trabalho da forga peso para toda a barra Wj,,, , pode ser escrito como:
WPext = fol WPextdx = %fol nudx. (6.19)

O trabalho de deformacdo W;,; descreve o trabalho das forcas internas, que €&
realizado na deformacdo do sistema analisado. Um procedimento semelhante pode ser
adotado, considerando uma relacdo linear entre forca e a pertencente grandeza de
deformacéo. Isto significa que para um pequeno elemento da barra, a forca normal cresce

linearmente em fun¢do da deformacéo, durante a aplicacdo da forga externa F.
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Figura 6.5 - Trabalho das forcas internas para um elemento infinitesimal de barra

Pode-se escrever que o trabalho da forca normal, considerando o elemento
infinitesimal de barra € dW;,; = %Na dx = W;,;". Com isso, é possivel obter-se a

expressao para o trabalho total das forcas internas:

l L (6.20)
mnt=fdent=5flvedx
0 0

Para um sistema fechado é possivel afirmar que o trabalho das forcas
externas € igual ao trabalho das forcas internas (energia acumulada pelo sistema), o
que para o exemplo da barra submetida somente a acédo de seu peso proprio, pode

ser escrito:

11 1 ¢l (6.21)
Wine = Weyr = —stdx— —fnudx=0

2 2 )y

0

Vale ressaltar que esta relagdo, conhecida como teorema do trabalho, é valida
independente da relacdo constitutiva que se esta trabalhando, ou seja,

independentemente do material utilizado.
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A seguir, para se explicar o conceito de trabalho virtual, o carregamento é
aplicado a estrutura em 2 etapas. Considerando a estrutura submetida somente ao
seu peso proprio, tem-se que na primeira etapa a estrutura € carregada até um
estado de deformacéo representado pelo deslocamento u(x). Na segunda etapa, é
aplicada uma deformacéo incremental su(x) (também chamada de virtual, pelo fato
de ser suficientemente pequena quanto se queira),que ira causar no sistema
variacfes, também incrementais, nas grandezas como deformacdes d¢, forca normal
SN, etc.

Utilizando-se o que foi deduzido na se¢ao anterior, tem-se que a soma dos
trabalhos das forcas internas e externas deve ser igual ao trabalho total necessario
para deformar a estrutura ao estado u(x) + du(x). Desta forma, os trabalhos das

forcas internas e externas séo divididos de acordo com a Figura 6.6.

n N
A an @ i aN @
an du . aN de
n + N L
3 3
@ 1 @ =
P —
T £
a1 0

Figura 6.6 - (a) Trabalho das forcas externas (forca peso) , (b) Trabalho das forcas internas

O trabalho das forcas externas W,,. pode ser determinado através da

integracao do trabalho externo por unidade de comprimento:
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l l (6.22)

l
1 1
Weyr = J-Enudx+ f§5n6udx+fn6udx
0

0 0

1 2 3

Dessa forma analoga, o trabalho interno por unidade de comprimento, pode

Ser expresso por:

Win" = sNe+ 36N 8¢+ N ¢, (6.23)
N——r 3
1 2

0 que resulta, no trabalho interno total, através de integragéo:

l l l
1 1
Wine = Estdx+ EJSN(Ssdx+ JN&sdx
0

0 0
1 2 3

(6.24)

Como visto anteriormente, o trabalho total das forcas internas deve ser igual
ao trabalho total das forcas internas (W, — W,.,: = 0). Reescrevendo os termos, tem-
se: (6.25)
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Wint = Wext = 1 ! 1 ! }1
Estdx—Efnudx

0 0

! !
1 1
+§f6N6£dx — f56n6udx
0 0 (6.26)

l !
+fN6£dx— fn6udx

0 0

13

As parcelas 1, 2 e 3 da expressao resultante do teorema do trabalho, podem

ser interpretadas como descrito a seguir:

1 — Trabalho interno e externo correspondente a aplicacdo quase-
estatica do carregamento e responsavel pelo deslocamento da

barra ao estado u(x);

2 — Trabalho dos carregamentos virtuais internos e externos, que

originam os deslocamentos e deformac@es virtuais (analogo a 1);

3 —Energia interna virtual (folN&sdx) e trabalho dos

deslocamentos virtuais (fol n éu dx).

Recorrendo ao teorema do trabalho (6.21), obtém-se que os termos 1 e 2
devem ser igualmente nulos. Com isso permanecem na expressao, somente a
energia interna virtual das deformacdes virtuais das for¢cas normais e o trabalho dos
deslocamentos virtuais das deformacdes virtuais dos carregamentos externos,

concluindo-se a validade de:
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l / ! (6.27)

Em outras palavras um sistema estd em equilibrio, quando o trabalho virtual

dos deslocamentos virtuais das forcas existentes € nulo.

Finalmente, na Tabela 6.1 € possivel encontrar uma rapida comparacéo entre
as 2 abordagens apresentadas de se obter a forma fraca de uma equacéo
diferencial. Vale ressaltar que para que as duas abordagens possam produzir 0
mesmo resultado também é preciso que os deslocamentos virtuais satisfacam as

condicbes de contorno essenciais do problema (ver item 6.3).

Tabela 6.1 - Comparacao entre o Método de Galerkin e o Principio dos Trabalhos Virtuais

Método de Galerkin Principio dos Trabalhos Virtuais

Método dos Residuos Ponderados + Forma
Fraca + Condicdo de Galerkin para as Trabalhos Virtuais

funcdes aproximadoras

Tratamento matemético, Manipulacéo de Procedimento baseado em consideracdes

uma equacao diferencial energéticas

Considerando que a deformacdao virtual ¢, pode ser escrita da seguinte maneira:

Su,,, reescreve-se a equagao (6.27):

l !
JN(Su,xdx— fnSudx =0
0 0 (6.28)
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Integrando por partes, obtém-se:
[NSulh -folN,x Sudx — foln6u dx=0 (6.29)

Considerando o problema da barra submetida somente ao seu peso proprio,

com as seguintes condicGes de contorno:
Su(0) =0 e N(I) =0, (6.30)

tem-se que o primeiro termo da equagdo (6.29) deve ser zero. O resultado pode ser

resumido na seguinte integral:

l
J(N,x+ n)éu dx = 0
0 (6.31)

Com a expresséo (6.31), pode-se ver o resultado ja obtido anteriormente através do
método de Galerkin. Nesta expressdo o deslocamento virtual du representa, de forma
analoga, as funcdes de forma, enquanto que N,,+n, o residuo. Sendo n = pAg, 0
carregamento de peso proprio da barra, a expresséo (6.31), representa, portanto uma forma

alternativa de estabelecer o equilibrio na barra.

A equacao (6.31) pode ser rescrita usando as informacfes que N = Acg =
EAe = EAu, e n = pAg:
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l l
f&u,xEA u,, dx+ f&upAg dx=10
0 0 (6.32)

Desconsiderando 0 carregamento externo F, a equacao (6.32) corresponde
exatamente a forma fraca da equacéo diferencial da barra, obtida pelo Método de
Galerkin. O deslocamento virtual du é interpretado, como dito antes, como uma
funcdo de forma. Vale ressaltar que para que seja encontrada a forma fraca da
equacao diferencial pelo Principio dos Trabalhos Virtuais € necessario que o
deslocamento virtual Ju, satisfaga n&o somente as condigdes de contorno

essenciais, como também seja nulo em todo o contorno do dominio.
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7. INTRODUCAO AO METODO DE OTIMIZAGAO TOPOLOGICA

Cada vez mais a busca por sistemas, que operem de forma mais eficiente
durante sua fabricagdo, uso e descarte, torna-se foco nos projetos de engenharia.
Esta busca se justifica pela imensa intensificacdo nas ultimas décadas da
concorréncia nas mais variadas areas, o que torna um pequeno avanco de

desempenho um grande diferencial diante dos concorrentes.

Diante deste contexto, os métodos de otimizacdo se apresentam como
ferramentas extremamente poderosas na cadeia de desenvolvimento de um produto

para responder perguntas como:

* Como obter o custo minimo de um produto considerando as restricbes de
matéria-prima, logistica, producdo, etc sem interferir nas exigéncias do
cliente?

» Como ampliar o lucro na venda de um produto gastando menos material?

« Como obter caracteristicas mais convenientes na construcdo de seu

produto de modo a obter um diferencial em sua venda?

De uma maneira mais técnica, estas perguntas podem ser traduzidas para um
problema de maximiza¢do ou minimiza¢do de uma fung¢do de uma ou mais variaveis
num determinado dominio, normalmente sujeito a um conjunto de restricbes nas
variaveis. Os métodos de otimizacdo (algoritmos para resolucéo) visam em geral
obter uma configuracdo otima (maximo ou minimo de uma funcdo) para este

conjunto de variaveis.

De modo a classificar e tornar o estudo mais facil, os métodos de otimizacao

podem ser divididos em:

* Otimizacdo Paramétrica,;
» Otimizacao de Forma,;

» Otimizacao Topoldgica.
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A otimizacdo paramétrica procura otimizar a estrutura através da utilizacao
das varidveis de projeto como varidveis do problema de otimizacdo (Figura 7.1).
Busca-se entdo os valores para o conjunto de variaveis de projeto que conduza a

estrutura a apresentar um valor maximo ou minimo de uma certa propriedade.

b

A
Y +JLE—I

F

Figura 7.1 - Exemplo de otimizagao paramétrica [4]

De maneira um pouco mais geral do que a otimizacdo paramétrica, a
otimizacdo de forma procura otimizar a estrutura utilizando os parametros de curvas
“splines” como variaveis do problema de otimizacdo (Figura 7.2). Estas curvas
“splines” serdo as curvas geradoras dos perfis da estrutura. Embora mais geral que
o tipo anterior, métodos de otimizacdo de forma sdo extremamente dependentes da
experiéncia do construtor, considerando que uma forma préxima da otimizagéo deve

ser conhecida, para que possa ser aplicado com sucesso.

:F_L,>F} C

Figura 7.2 - Exemplo de otimizacao de forma [4]

A otimizacao topoldgica se caracteriza como um método de otimizagcédo, no
qual é possivel controlar a disposicdo de material de uma estrutura limitada por um
determinado dominio e sujeita a condi¢cdes de contorno e carregamentos variados
(Figura 7.3). De grande generalidade, a otimizacdo topoldgica permite, portanto a

introduc&o de buracos no dominio. Para mais informacdes, ver [5].
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Figura 7.3 - Exemplo de otimizacdo topoldgica [4]

Para estruturas discretas, como a estrutura de trelicas analisada neste
trabalho, a aplicacdo do método de otimizacdo topoldgica alocara as trelicas nas
regides do dominio somente onde for necessario, de modo a maximizar ou minimizar
a funcao objetivo, de acordo com a formulacéo do problema de otimizacdo escolhido
(ver 9).
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8. ALGORITMOS GENETICOS

8.1 Introducéo

Como visto na secéo 7, todo problema de otimizacdo é descrito tradicionalmente

pelos seguintes elementos:

» [Espaco de busca;
* Funcao objetivo;

* Restricoes.

O espaco de busca caracteriza para qual dominio das varidveis de projeto
que se deseja encontrar a configuracdo Otima da estrutura estudada. A funcédo
objetivo determina qual propriedade que se deseja minimizar ou maximizar.
Finalmente, as restricbes associadas ao problema de otimizacdo, incluem na
formulacdo a possibilidade de que algumas configuragcdes, mesmo estando dentro
do dominio das variaveis de projeto, possam ndo ser possiveis. Com relagdo a
aplicacdo de métodos de otimizacdo no projeto de sistemas mecanicos, tais
restricobes geralmente estdo associadas a limites de resisténcia de material,

limitagBes volumétricas, de matéria-prima, custo, etc.

Com estes elementos principais, em geral, a aplicagdo de métodos de
otimizacdo consiste na aplicacdo de operacdes matematicas iterativas a partir de
uma configuracéo inicial de variaveis de projeto, que possam levar a configuracdes
gue maximizam ou minimizam a funcao objetivo escolhida para o problema que se

esta analisando.

Por outro lado, com o desenvolvimento acelerado da capacidade
computacional no final do século XX, tem se desenvolvido formas alternativas de
otimizagdo. Em contrapartida ao procedimento citado acima, as chamadas técnicas
de computacdo evolucionaria utilizam ao mesmo tempo informacdes de varias
configuracbes de variaveis de projeto durante a otimizacdo. Os também chamados
algoritmos genéticos sdo baseados na evolucdo biologica, a partir da idéia de que

durante o processo de otimizagao, individuos mais aptos (configuracdes de variaveis
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de projeto que otimizam a funcédo objetivo) tendem a permanecerem no processo de

busca da configuracéo 6tima e desta forma gerarem descendentes, mais aptos.

Inicialmente, o0 método promove a criacdo aleatéria de uma populacéo inicial
de configuracdes das variaveis de projeto. Cada individuo desta populacéo
(configuracéo) € entdo avaliada segundo sua aptiddo com relacédo a algum critério,
por exemplo estabelecido pela funcdo objetivo do problema. A seguir, uma
porcentagem dos mais aptos sdo mantidos na populacédo, enquanto que 0s menos
aptos sao descartados. De modo, a reconstruir a populacéo, os individuos mantidos
podem se reproduzir e gerar descendentes para a proxima geracdo através de
mecanismos de mutacdo e recombinacdo genética (crossover). Desta forma, este
procedimento é repetido por varias geracdes até que se encontre uma solucao que

otimize a funcéo objetivo do problema.

8.2 Caracteristicas Gerais

Como visto no item anterior, os algoritmos genéticos é um conjunto de
métodos de otimizacdo global, onde ocorre uma busca paralela e aleatéria por
configuracbes de varidveis de projeto (individuos) de elevada aptiddo de modo a
minimizar ou maximizar a funcdo objetivo do problema. Esta busca, embora
aleatdria, ndo é desordenada, pois utilizada informacfes obtidas nas geracdes
anteriores de modo a caminhar sempre na dire¢cdo que possivelmente apresentara

configuracbes com melhor desempenho.

O primeiro passo para a utilizacdo dos algoritmos genéticos é a
representacdo dos valores das variaveis de projeto (fen6tipo) de modo que o
algoritmo possa ser aplicado (codificagdo). Isso € geralmente feito através de
nameros binarios, de modo que possam ser representados como se fossem 0s

genes dos individuos.

Sendo que esta transformacdo fendtipo-genoétipo foi realizada, ou seja, foi

possivel transformar os valores de um certo nimero de configuragbes (populacdo)
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de varidveis de projeto em nuameros binarios, o0 método calcula a aptidao relativa de
cada individuo, de modo a selecionar quais individuos serdo selecionados

(sobreviverdo) para a proxima geracao.

Para permitir que o método possa gerar populacdes sucessivas durante
vérias geracoes, selecionando individuos com melhores aptiddo com o tempo é
preciso que 0s gendtipo dos individuos selecionados (representagcdo binaria) passe
pelas etapas de cruzamento (crossover) e mutacao, etapas estas que representam a
reproducdo dos individuos. Através destas etapas, as caracteristicas genotipicas
dos individuos selecionados durante uma geragcdo serdo mescladas (Substituicado)
para a criacdo de novos individuos, mantendo de certa forma caracteristicas de seus

pais.

Este ciclo descrito acima € repetido um certo numero de vezes (geracdes).
Um modelo de algoritmo é descrito na figura Figura 8.1, representando todas as
etapas:

NicIO ADAPTACAO _
(C Id.f. 50) (fungdo de > | OPERACOES
ocificagse avaliagdo)

/ SELECAO
!

Ndo CRUZAMENTO
TESTE (CROSSOVER)
Solucdo
Satisfatdria MUTACAO

Sim >

l

SUBSTITUICAO

I

ADAPTACAO
(funcdo de
avaliacdo)

Figura 8.1 - Etapas de um algoritmo genético
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8.3 Operadore s Genéticos

Os operadores genéticos sdo responsaveis por transformar a populacdo de
individuos durante as geracdes. Eles sdo importantes pois ao mesmo tempo
tranformam a populagdo ao longo das geracdes, como também permitem que as
caracteristicas de aptiddo dos pais sejam em partes transmitidas aos filhos,

permitindo desta forma a migracdo da populacdo para seres mais aptos.

O operador de mutacdo permite a alteracdo aleatoria de uma parte do
gendtipo do individuo, permitindo desta maneira que ao longo das geracdes nao
sejam acumulados somente seres com elevada optiddo relativa e consequente
promovendo uma diversidade genética da populacéo (Figura 8.2). Do ponto de vista
da otimizacdo, o operador de mutacdo € controlado por uma probabilidade de
mutacao, que quando calibrado corretamente, evita que a busca por individuos mais
aptos fique presa num minimo local. Em contrapartida, taxas elevadas de mutacao

torna a busca essencialmente aleatoria.

Antes da mutacao: 11Do 0
Depois da mutacao: 11000

Figura 8.2 - Exemplo de mutacéo

A operacado de cruzamento ou crossover € responsavel pela combinacdo das
caracteristicas dos individuos selecionados em cada geracao e transmissdo destas
para os descendentes (Figura 8.3). Assim como a mutacdo, a frequéncia de
ocorréncia de crossover € determinada pela probabilidade de crossover. Quanto
maior for esta probabilidade, mais rapidamente novos individuos serdo introduzidos
na populagdo e consequentemente maior, sera a chance de individuos com alta
aptidao serem trocados por outros. Quando for baixa, o algoritmo apresentara uma

velocidade muito baixa de convergéncia.



49

110101 1101 110100

J

100100 100100 1001
(c)

(a) (b)

Figura 8.3 - Exemplo de cruzamento (Crossover) (a) dois individuos sao escolhidos (b) um ponto do

gene sofre crossover (c) sdo recombinadas as caracteristicas, gerando dois novos individuos

8.4 Outros Parametros Importantes

Cabe ressaltar, que outros parametros como o tamanho da populagdo e o
intervalo de geracdo sao igualmente importantes para o sucesso do processo de

otimizacao.

O tamanho da populagéo afeta o desempenho do método, pois a medida que
se tem pequenas populacdes, ndo se consegue cobrir de maneira eficiente o
dominio de busca por individuos aptos alem de aumentar a chance do método ficar
preso num minimo ou maximo local. No entanto, ao se trabalhar com uma elevada
populacdo, necessita-se de mais recursos computacionais, alem de elevar

consideravelmente o tempo de execucdo do método.

O intervalo de geracdo representa a porcentagem de populacdo que sera
substituida para a proxima geracdo. Uma alta taxa de troca pode fazer com que
individuos aptos possam ser também substituidos. Da mesma forma, que uma

elevada populacdo, uma baixa taxa de troca acaba tornando o método muito lento.

Para mais informacgdes sobre algoritmos genéticos, ver [6] e [7].
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9. FORMULACAO DO PROBLEMA DE OTIMIZACAO

A formulacdo do problema de otimizacdo € a etapa mais importante do
processo de se otimizar o comportamento de uma estrutura. Definir o que se quer
otimizar e como isso pode ser eficientemente descrito matematicamente através de
uma funcao (funcao objetivo), assim como qual serd o dominio de busca da solucao
Otima e quais restricbes que estdo presentes no problema analisado, sé&o

caracteristicas que devem ser observadas.

Como pode ser visto na Figura 9.1, a estrutura analisada neste estudo € um
conjunto de trelicas visco-elasticas. Para a modelagem da viscoelasticidade das
trelicas, foi utilizado o modelo simplificado de Kelvin-Voigt (ver 5.2), onde se o
fenbmeno da viscoelasticidade é modelado através da colocacdo de elementos de
trelicas em paralelo com elementos dissipativos (amortecedores).

Restricdo de
deslocamento

vertical e
horizontal ™
T
Forga constante
=10kN

Restricdo de
deslocamento
horizontal *.

Figura 9.1 - Estrutura de trelicas analisada
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Visto que se deseja otimizar o comportamento dindmico que a estrutura da
Figura 9.1 apresenta, ou seja, deseja-se com a utilizacdo do fendbmeno da
viscoelasticidade, reduzir ndo somente o aparecimento de elevados deslocamentos
como também um eficiente amortecimento destes, a medida que a estrutura é
submetida a cargas dinamicas. Por este motivo, escolheu-se, como um medidor
deste comportamento e consequentemente como funcdo objetivo do problema, a
integral da curva de deslocamento do n6 onde foi aplicada a forca constante (até o

instante de tempo t = 0.2s).

Como variaveis de projeto foram utilizadas os valores das areas das secfes
transversais das barras de trelica. De modo a isolar os efeitos elastico e dissipativo
(acdo de amortecedores) na estrutura, foram consideradas 2 variaveis de projeto
(areas) diferentes para um mesmo elemento. Uma responsavel pela por¢cdo do
elemento que proporciona a estrutura o efeito elastico e a outra responsavel pelo
efeito dissipativo. Ao final, a area total do elemento ser4 dada pela soma destas

duas areas.

Para que a analise da estrutura fique enriquecida e para que, com a aplicacao
do método de otimizacdo, a busca pela solucdo 6tima ndo se direcione para o0s
extremos do dominio, foi considerado também uma restricdo associada ao volume
total de trelicas presentes em cada configuracdo em comparagcdo com um volume

total méximo de referéncia.

YoVi

f = —
z:Iiv=0 Vimax

(9.1)

Este volume total méximo foi definido a partir das areas maximas das sec¢oes,
presentes no extremo do dominio considerado. Desta forma é possivel, criar um
parametro f (0 < f < 1), que medira uma diminuicdo de volume de uma
configuragcédo, com relacdo a uma configuracdo de referéncia (que possui volume
maximo, de acordo como dominio escolhido para resolucdo do problema). Em (9.1),

o indice N, representa o niumero de barras de trelica da estrutura.
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Desta forma € possivel resumir o problema de otimiza¢gdo como:

0.2
min J u(t)dt
0
(9.2)

tal que

f<f
107°m? < (A_k); < 4.10™*m?

107%m?2 < (A_c); < 4.107*m?

onde u(t) representa o deslocamento em fungdo do tempo do n6 onde a forca
constante é aplicada, f é a fracdo relativa de volume como definida em (9.1), f* é
uma fragdo de volume de referéncia para a otimizacdo. A segunda e terceira
restricdo consideradas representam respectivamente a definicdo do dominio de

busca das areas das barras relacionadas ao efeito elastico e viscoso da estrutura.
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10. RESULTADOS

De modo a realizar a otimizacdo da estrutura de trelicas descrita na secao
anterior, foi inicialmente programado um solver em Matlab capaz de calcular o
comportamento dinamico de estruturas de trelicas submetidas a carregamentos
dindmicos. Para isso foi utilizado conceitos do método dos elementos finitos. Para a
modelagem das trelicas, foi utilizado elementos planos com 4 graus de liberdade
(Figura 10.1). A integracdo numérica das equacdes diferenciais de movimento foi
realizada através da aplicacdo do método de Newmark-beta (para mais informacgdes
ver [5]).

Figura 10.1 - Elemento com 4 graus de liberdade [6]

10.1 Validacéao

De modo a validar os resultados obtidos com o solver desenvolvido em
Matlab, foi simulado no solver assim como no programa Ansys uma estrutura
simples composta de 2 barras visco-elasticas (Figura 10.2). A estrutura é aplicada

uma forca de tragéo de 100N.
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Figura 10.2 - Estrutura com 2 barras visco-elasticas

Assim como explicado anteriormente, o fendmeno da viscoelasticidade foi
modelado no Ansys através do elemento COMBIN14, que permite a introducédo de
elementos de amortecimento na estrutura. Para esta simulacdo foram utilizadas
barras de trelicas unitarias com as propriedades presentes na Tabela 10.1. A seguir,
pode ser visto os resultados obtidos com os dois softwares (Figura 10.3 e Figura
10.4)

Tabela 10.1 - Propriedades utilizadas na simulag&o

At = 0.01s dt =107 %s
(tempo total de simulagao) (time-step)
E =200GPa A; = (0.0052)
(mddulo de elasticidade) (drea das barras de trelicas)
kg
= —_ Ns
=705 n=10°"5
(mddulo de elasticidade) (viscosidade dinamica)
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Figura 10.4 - Resultados obtidos com o solver desenvolvido em Matlab
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Comparando os graficos apresentados na Figura 10.3 e Figura 10.4, conclui-
se que os resultados obtidos através do solver desenvolvido em Matlab estdo de

acordo com os obtidos com o programa comercial Ansys.

10.2 Otimizacao

Uma vez confirmado, que o solver desenvolvido em Matlab fornece resultados
coerentes para analise de estruturas de trelicas quando comparados com o software
comercial Ansys, iniciou-se de fato o processo de otimizacdo da estrutura, presente
na Figura 4.1, que apresenta um total de 38 elementos, de acordo com a

modelagem da Figura 10.1 e com propriedades dadas pela Tabela 10.1.

Para isso, como foi explicado nas secdes anteriores deste trabalho, utilizou-se
o0 programa ModeFrontier, que permite a integracdo de varias plataformas de
desenvolvimento de produtos (para mais informacdes ver 4) para aplicacdo de
técnicas de otimizacdo. No programa ModeFrontier foi definida a funcdo objetivo, a
restricdo associada ao volume da estrutura, como também o dominio de busca para
as éareas das trelicas, atravées de um workflow que integrava as atividades de
otimizacdo com as do solver implementado em Matlab. Para a busca da solucéo
otima foi utilizado algoritmos genéticos ja implementados no ModeFrontier. Seu
modo de operacao consistiu na chamada sucessiva do matlab (solver) que calculava
o comportamento dinamico da estrutura e o valor da fungéo objetivo para um certo
namero de configuracbes de areas (geracdo). Ao final de cada geracdo, os
algoritmos genéticos (para mais informacgdes ver 8) selecionavam as configuracdes
mais aptas (que neste caso minimizavam de forma mais eficiente a funcéo objetivo
do problema). Estas forneciam, através de operacdes de cruzamento (crossover) e
mutacdo, novos individuos. Este passo € repetido por varias geracdes, até que o
método de otimizacdo se direciona a fornecer configuragcbes de areas que

minimizem dentro do dominio de busca a funcéo objetivo escolhida.
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Para observagao dos resultados, foram analisados trés casos:

1. f* = 0.7 (solugéo dtima: f = 0.6975);
2. f*=0.5(solugéo otima: f = 0.4513);
3. f*=0.20 (solucédo 6tima: f = 0.1975).

Em cada um deles, foi verificado como se variava o comportamento da solucao
Otima a medida que a quantidade de material permitida na estrutura era alterada.

(alteracdo da fragao de volume de referéncia - f*).

Os seguintes paramétros referentes aos algoritmos genéticos foram

utilizados:

Tabela 10.2 - Paramétros dos algoritmos genéticos

~ Probabilidade Crossover
Populacao Per=0.5
N=160 — ;
Probabilidade Selecao
N( q 5 Psel = 0.05
mer r —
Hmero E geragoes Probabilidade de Mutacéo
g=10
Pmut=0.1

Nas figuras a seguir, foi plotado, para os trés casos analisados, 0
deslocamento (estrutura otimizada em cor vermelha) do né onde a forga constante
de 100N foi aplicada em comparacdo com o deslocamento do né de uma estrutura
de referéncia (plotado em cor preta), a qual possui areas das barras igual a 2.10™*m?
(correspondente a area média dos valores extremos do dominio de busca: 1.10 °m?

e 4.107*m?).

E plotado em seguida o valor da energia associada ao deslocamento do n6
para a estrutura de referéncia e estrutura otimizada, explicitando que houve uma

reducao de valor. (Figura 10.5, Figura 10.9 e Figura 10.13).

Finalmente é plotada para cada caso, a contribuicdo de area dos elementos
elasticos (Figura 10.7, Figura 10.11 e Figura 10.15), dissipativos (Figura 10.8, Figura
10.12 e Figura 10.16), como também a soma de ambas, que resulta na estrutura
final otimizada (Figura 10.6, Figura 10.10 e Figura 10.14).
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Figura 10.9 - Caso f= 0.5 (a) Resposta no tempo da estrutura de referéncia (b) Resposta no tempo da
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11. CONCLUSOES

A partir das figuras apresentadas € possivel identificar, para o caso f* = 0.7,
uma tendéncia da solucdo 6tima de diminuir as areas do elementos elasticos nas
extremidades inferior direita e superior esquerda (Figura 10.7). E possivel também
ver uma tendéncia da solucdo 6tima alocar maior area dos amortecedores nas
regides afastadas das condicbes de contorno (com maiores deslocamentos)

aumentado assim a dissipacao de energia nesta regido (Figura 10.8).

No entanto para os casos f* = 0.5 e f* = 0.20, a tendéncia de alocacao das
areas nao é direta. Mesmo assim, pode-se observar, em todos 0s casos, uma
reducdo da energia associada ao deslocamento do né analisado em comparacao

com a estrutura de referéncia (Figura 10.9 e Figura 10.13).

Uma possibilidade futura de analise deste problema é ampliar o nimero de
trelicas empregadas, utilizando o mesmo dominio onde a estrutura de trelicas se
encontra. Desta forma, seria provavelmente possivel enxergar com mais nitidez, a
tendéncia de distribuicdo de areas das barras, de modo que ela otimize a funcéo
objetivo (Figura 11.1). Outra possibilidade seria também utilizar outras funcdes
objetivo para o problema, de modo a comparar qual formulacéo para o problema de

otimizacdo melhor se adequa a anélise em questao.

&L

¥
frrf

FLif s fLi
Tl Fe L r

Figura 11.1 - Exemplo de estrutura utilizando um ndmero elevado de elementos de trelica para

aplicacdo da otimizacéo topolégica



ANEXO A — Solver programado em Matlab

% %

% Variable descriptions

% k = element stiffness matrix

% m = element mass matrix

% ¢ = element damping matrix

% kk = system stiffness matrix

% mm = system mass vector

% cc = system damping vector

% ff = system force vector

% index = a vector containing system dofs associated with each element
% gcoord = global coordinate matrix

% prop = element property matrix

% nodes = nodal connectivity matrix for each element

% bcdof = a vector containing dofs associated with boundary conditions
% bcval = a vector containing boundary condition values associated with
% the dofs in 'bcdof’

% %

cd(‘C:\Users\lury\Desktop\Transient_Truss_Simulation")
format short;
%

% control input data
%

nel=38; % number of elements

nnel=2; % number of nodes per element
ndof=2; % number of dofs per node
nnode=15; % total number of nodes in system
sdof=nnode*ndof; % total system dofs

dt=0.0001; % time step size

ti=0; % initial time

tf=0.2; % final time

nt=fix((tf-ti)/dt); % number of time steps

beta = 0.25; % beta for newmark-beta method
gamma = 0.5; % gamma for newmark-beta method

%
% nodal coordinates (EDITADO-OK)
%

gcoord(1,1)=0.0; gcoord(1,2)=0.0;
gcoord(2,1)=1.0; gcoord(2,2)=0.0;
gcoord(3,1)=2.0; gcoord(3,2)=0.0;
gcoord(4,1)=3.0; gcoord(4,2)=0.0;
gcoord(5,1)=4.0; gcoord(5,2)=0.0;

gcoord(6,1)=0.0; gcoord(6,2)=1.0;
gcoord(7,1)=1.0; gcoord(7,2)=1.0;
gcoord(8,1)=2.0; gcoord(8,2)=1.0;
gcoord(9,1)=3.0; gcoord(9,2)=1.0;
gcoord(10,1)=4.0; gcoord(10,2)=1.0;

gcoord(11,1)=0.0; gcoord(11,2)=2.0;
gcoord(12,1)=1.0; gcoord(12,2)=2.0;
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gcoord(13,1)=2.0; gcoord(13,2)=2.0;
gcoord(14,1)=3.0; gcoord(14,2)=2.0;
gcoord(15,1)=4.0; gcoord(15,2)=2.0;

%
% material and geometric properties

%

prop(1)=210e9;

prop(2)=7800;
prop(3)=1e7;

% elastic modulus
% density
% truss dinamic viscosity

%

% nodal connectivity (EDITADO-OK)

%

nodes(1,1)=1;
nodes(2,1)=6;
nodes(3,1)=1;
nodes(4,1)=1;
nodes(5,1)=2;
nodes(6,1)=6;
nodes(7,1)=11;
nodes(8,1)=6;
nodes(9,1)=6;

nodes(10,1)=7;

nodes(1,2)=2;
nodes(2,2)=2;
nodes(3,2)=7;
nodes(4,2)=6;
nodes(5,2)=7,;
nodes(6,2)=7,;
nodes(7,2)=7;
nodes(8,2)=12;
nodes(9,2)=11;

nodes(10,2)=12;

nodes(11,1)=11; nodes(11,2)=12;
nodes(12,1)=12; nodes(12,2)=13;
nodes(13,1)=12; nodes(13,2)=8;

nodes(14,1)=7;
nodes(15,1)=8;
nodes(16,1)=7;
nodes(17,1)=7;
nodes(18,1)=2;
nodes(19,1)=2;

nodes(20,1)=3;
nodes(21,1)=3;
nodes(22,1)=8;
nodes(23,1)=3;
nodes(24,1)=4;
nodes(25,1)=8;

nodes(14,2)=13;
nodes(15,2)=13;
nodes(16,2)=8;
nodes(17,2)=3;
nodes(18,2)=8;
nodes(19,2)=3;

nodes(20,2)=8;
nodes(21,2)=4;
nodes(22,2)=4;
nodes(23,2)=9;
nodes(24,2)=9;
nodes(25,2)=9;

nodes(26,1)=13; nodes(26,2)=9;

nodes(27,1)=8;

nodes(27,2)=14;

nodes(28,1)=13; nodes(28,2)=14;

nodes(29,1)=9;

nodes(29,2)=14;

nodes(30,1)=14; nodes(30,2)=15;
nodes(31,1)=14; nodes(31,2)=10;

nodes(32,1)=9;

nodes(32,2)=15;

nodes(33,1)=10; nodes(33,2)=15;

nodes(34,1)=9;
nodes(35,1)=9;
nodes(36,1)=4;
nodes(37,1)=4;
nodes(38,1)=5;

nodes(34,2)=10;
nodes(35,2)=5;
nodes(36,2)=10;
nodes(37,2)=5;
nodes(38,2)=10;

%

% applied constraints
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%

nbc=4; % number of constraints

bcdof(1)=1; % horizontal displacement of node 1 is constrained
bcdof(2)=11; % horizontal displacement of node 16 is constrained
bcdof(3)=21; % horizontal displacement of node 11 is constrained
bcdof(4)=22; % vertical displacement of node 11 is constrained

beval(1)=0; % whose described value is 0
beval(2)=0; % whose described value is 0
beval(3)=0; % whose described value is 0
becval(4)=0; % whose described value is 0

%
% initialization to zero
%

kk=zeros(sdof,sdof); % system stiffness matrix
mm=zeros(sdof,sdof); % system mass matrix
cc=zeros(sdof,sdof); % system damping matrix

ff=zeros(sdof,1); % system force vector
index=zeros(nnel*ndof,1); % index vector

acc=zeros(sdof,nt); % acceleartion matrix

vel=zeros(sdof,nt); % velocity matrix

disp=zeros(sdof,nt); % displacement matrix

% AREAS_k= zeros(nel,1); % project variables for the optimization
% AREAS_c= zeros(nel,1); % project variables for the optimization

% AREAS_k_MAX= zeros(nel,1);
% AREAS_c_MAX= zeros(nel,1);

% Lowest_Area_Kk; % input variables for the optimization
% Lowest_Area_c, % input variables for the optimization
% Highest_Area_k; % input variables for the optimization
% Highest_Area_c; % input variables for the optimization
leng= zeros(nel,1); % element length

%
% loop for elements
%

%Circular tranversal areas

% for i=1:nel

% AREAS_k_MAX(i)=Highest_Area_ k;
% AREAS_c_MAX(i)=Highest_Area_c;
% end

for iel=1:nel % loop for the total number of elements

nd(1)=nodes(iel,1); % 1st connected node for the (iel)-th element
nd(2)=nodes(iel,2); % 2nd connected node for the (iel)-th element

x1=gcoord(nd(1),1); yl=gcoord(nd(1),2); % coordinate of 1st node
x2=gcoord(nd(2),1); y2=gcoord(nd(2),2); % coordinate of 2nd node

leng(iel)=sqrt((x2-x1)"2+(y2-y1)"2); % element length

if (x2-x1)==0;

beta=2*atan(1); % angle between local and global axes
else

beta=atan((y2-y1)/(x2-x1));

end



E=prop(1); % extract elastic modulus
rho=prop(2); % extract mass density
eta=prop(3); % extract dinamic viscosity

index=feeldof(nd,nnel,ndof); % extract system dofs for the element

ipt=1; % flag for consistent mass matrix
[k,m,c]=fetruss2(iel,E,leng,AREAS_k,AREAS_c,rho,eta,beta,ipt); % element matrix

kk=feasmbl1(kk,k,index); % assemble system stiffness matrix
mm=feasmbl1(mm,m,index); % assemble system mass matrix
cc=feasmbll(cc,c,index); % assemble system damping matrix
end

%
% Modal Analysis
%

[eigenvectors,eigenvalues] = modal_analysis(sdof,nbc,mm,cc,kk,ff,bcdof);

%fsol=eig(kk,mm);
%fsol=sqrt(fsol);

% print fem solutions
%num=1:1:sdof;
%freqcy=[num' fsol] % print natural frequency

%
% Initial Conditions
%

vel(:,1)=zeros(sdof,1); % initial zero velocity
disp(:,1)=zeros(sdof,1); % initial zero displacement
ff(30)=10000; % step force at 30th dof

%
% Integration using the Newmark-beta method
%

%parameters

prop_newmark = zeros(6,1);

prop_newmark(1)=dt; % time step size
prop_newmark(2)=nt; % number of time steps
prop_newmark(3)=beta; % beta
prop_newmark(4)=gamma; % gamma
prop_newmark(5)=nbc; % number of boundary conditions

[disp,vel,acc] = newmark_beta(sdof,mm,cc,kk,ff,bcdof,prop_newmark,disp,vel);

DISP= disp(30,:);

%
% Central Difference Integration
%

% %parameters
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% prop_central = zeros(3,1);

% prop_central(1)=dt; % time step size
% prop_central(2)=nt; % number of time steps
% prop_central(3)=nbc; % number of boundary conditions

%
% [disp,vel,acc] = central_difference(sdof,mm,cc,kk,ff,bcdof,prop_central,disp,vel);

%
% Energy Calculation
%

time=0:dt:nt*dt;
energy=trapz(time,DISP);

%
% Volume Fraction Calculation
%

V=0;
V_max=0;

for i=1:nel
V= V+ (AREAS_k(iel)+AREAS_c(iel))*leng(iel);
V_max=V_max+ (Highest_Area_k + Highest_Area_c)*leng(iel);
end

Volume_Fraction= V/V_max;

%
% Plot truss structure and its dymamic behaviour
%

Lowest Area k = le-6;
Lowest Area_c = le-6;
Highest_Area_k = 4e-4;
Highest_Area_c = 4e-4;

% subplot(2,2,1)

% V(1)=min(gcoord(:,1));

% V(2)=max(gcoord(:,1));

% V(3)=min(gcoord(:,2));

% V(4)=max(gcoord(:,2));

% axis(V);

% for iel=1:nel,

% xp(1)=gcoord(nodes(iel,1),1);

% xp(2)=gcoord(nodes(iel,2),1);

% yp(1)=gcoord(nodes(iel,1),2);

% yp(2)=gcoord(nodes(iel,2),2);

% handle=plot(xp,yp);

% area= AREAS Kk(iel)J*+AREAS c(iel);
% if area == Lowest_Area_k

% set(handle,'Color',[1,1,1]);

% else

% width = (area- Lowest_Area_k)*7.5*(1/(2*Highest_Area_k - Lowest_Area_k));
% set(handle,'LineWidth',[width]);
% end

% if iel==1, hold, end

% end,;

% title(‘'Truss Structure”);

% xlabel('x coordinate);



% ylabel('y coordinate);
% hold off

%

% subplot(2,2,2)

% plot(time,disp(30,:))
% xlabel('Time(s)")

% ylabel('Tip displ. (m)")
% grid on;

%

% subplot(2,2,3)

% V(1)=min(gcoord(:,1));
% V(2)=max(gcoord(:,1));
% V(3)=min(gcoord(:,2));
% V(4)=max(gcoord(:,2));
% axis(V);

% for iel=1:nel,

%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%

xp(1)=gcoord(nodes(iel,1),1);
xp(2)=gcoord(nodes(iel,2),1);
yp(1)=gcoord(nodes(iel,1),2);
yp(2)=gcoord(nodes(iel,2),2);
handle=plot(xp,yp);
area= AREAS_k(iel);
if area == Lowest_Area_k
set(handle,'Color',[1,1,1]);
else
width = (area- Lowest_Area_k)*3.75*(1/(Highest_Area k - Lowest_Area_k));
set(handle,'LineWidth',[width]);
end
if iel==1, hold, end

% end,

% title('Truss Structure - Elastic Elements');
% xlabel('x coordinate);

% ylabel('y coordinate);

% hold off

%

% subplot(2,2,4)

% V(1)=min(gcoord(:,1));
% V(2)=max(gcoord(:,1));
% V(3)=min(gcoord(:,2));
% V(4)=max(gcoord(:,2));
% axis(V);

% for iel=1:nel,

%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%

xp(1)=gcoord(nodes(iel,1),1);
xp(2)=gcoord(nodes(iel,2),1);
yp(1)=gcoord(nodes(iel,1),2);
yp(2)=gcoord(nodes(iel,2),2);
handle=plot(xp,yp);
area= AREAS_c(iel);
if area == Lowest_Area c
set(handle,'Color',[1,1,1]);
else
width = (area- Lowest_Area_c)*3.75*(1/(Highest_Area c - Lowest_Area_c));
set(handle,'LineWidth',[width]);
end
if iel==1, hold, end

% end;

% title('Truss Structure - Damping Elements');
% xlabel('x coordinate);

% ylabel('y coordinate);

% hold off



%
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% Write results' file

%

% fid = fopen('results.txt','w");
% fprintf(fid,'Results - Truss Structure\r\n’);

% fprintf(fid,"\r\n");
% fprintf(fid,"\r\n");

% fprintf(fid,'Energy\r\n’);
% fprintf(fid,'%i\r\n',energy);

% fprintf(fid,"\r\n");

% fprintf(fid,'Volume Fraction\r\n');
% fprintf(fid,'%i\r\n',Volume_Fraction);

% fprintf(fid,"\r\n");
% fprintf(fid,'Elem
% fprintf(fid,"\r\n");
% for iel=1:nel

ent Area k Area_c Total_Area\r\n');

% fprintf(fid,%d  %i %i %i\\niel, AREAS k(iel), AREAS_c(iel), AREAS_k(ie)+AREAS_c(iel)):

% end

% fprintf(fid,"\r\n");
% fprintf(fid,'t

% fprintf(fid,"\r\n");

Displacement\r\n’);

% for inst=1:length(time)

% fprintf(fid,'%i
% end
% fclose(fid);

%i\r\n',time(inst),disp(30,inst));



ANEXO B — Func¢des em Matlab utilizadas no solver

function [kk,mm]=feaplycs(kk,mm,bcdof)

%
% Purpose:

%  Apply constraints to eigenvalue matrix equation

%  [kK]{x}=lamda[mm]{x}

%

% Synopsis:

%  [kk,mm]=feaplycs(kk,mm,bcdof)

%

% Variable Description:

% kk - system stiffness matrix before applying constraints
% mm - system mass matrix before applying constraints
% bcdof - a vector containging constrained d.o.f

%

n=length(bcdof);
sdof=size(kk);

for i=1:n
c=bcdof(i);
for j=1:sdof
kk(c,j)=0;
kk(j,c)=0;
mm(c,j)=0;
mmy(j,c)=0;
end

mm(c,c)=1;
end

function [kk]=feasmbl1(kk,k,index)
%
% Purpose:

%  Assembly of element matrices into the system matrix
%

% Synopsis:

%  [kk]=feasmbll(kk,k,index)

%

% Variable Description:

%  kk - system matrix

% k -element matri

% index - d.o.f. vector associated with an element

%

edof = length(index);
for i=1:edof
ii=index(i);
for j=1:edof
ji=index(j);
kk(ii,jj) =kk(ii, jj)+k(i.j);
end
end
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function [index]=feeldof(nd,nnel,ndof)
%
% Purpose:

% Compute system dofs associated with each element

%

% Synopsis:

% [index]=feeldof(nd,nnel,ndof)

%

% Variable Description:

% index - system dof vector associated with element "iel"

% el - element number whose system dofs are to be determined
% nnel - number of nodes per element

% ndof - number of dofs per node

%

edof = nnel*ndof;
k=0;
for i=1:nnel
start = (nd(i)-1)*ndof;
for j=1:ndof
k=k+1;
index(k)=start+j;
end
end

function [k,m,c]=fetruss2(el,E,leng,AREAS_k,AREAS c,rho,eta,beta,ipt)

%
% Purpose:

%  Stiffness and mass matrices for the 2-d truss element

% nodaldof{u_1v 1u 2v 2}

%

% Synopsis:

% [k,m,c]=fetruss2(el,leng,area,rho,eta,beta,ipt)

%

% Variable Description:

% k- element stiffness matrix (size of 4x4)

% m - element mass matrix (size of 4x4)

% ¢ - element damping matrix (size of 4x4)

% E - elastic modulus

% el- element number

% leng - element length vector

% AREAS_k - vector area cross-section of the elastic elements
% AREAS_c - vector area cross-section of the damping elements
% rho - mass density (mass per unit volume)

% eta - truss dinamic Viscosity

% beta - angle between the local and global axes

% positive if the local axis is in the ccw direction from
% the global axis

% ipt =1 - consistent mass matrix

% = 2 - lumped mass matrix

%

% stiffness matrix

co=cos(beta); s=sin(beta);

k= (AREAS_k(el)*E/leng(el))*[ co*co co*s -co*co -co*s;...
CO*s S*s -CO*s -s*s;...
-CO*CO -CO*S CO*CO CO*s;...
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-CO*s -s*s co*s s*s];
% damping matrix

c= (AREAS_c(el)*eta/leng(el))*[ co*co co*s -co*co -co*s;...
CO*s S*s -co*s -s*s;...
-CO*CO -CO*s co*co co*s;...
-CO*s -s*s co*s s*s];

% consistent mass maitrix
if ipt==1

m=(rho*AREAS_k(el)*leng(el)/6)*[ 2*co*co+2*s*s 0 co*co+s*s O;...
0 2*co*co+2*s*s 0 co*co+s*s;...
co*cot+s*s 0 2*co*co+2*s*s 0;...
0 co*cots*s 0 2*co*co+2*s*g];

% lumped mass matrix
else

m=(rho*AREAS_k(el)*leng(el)/2)*[ co*co+s*s 0 0 O;...
0 co*cots*s 0 O;...
0 O co*co+s*s 0;...
0 0 O co*co+s*s];

end

function [disp,vel,acc] = newmark_beta(sdof,mm,cc,kk,ff,bcdof,prop_newmark,disp,vel)

%
% Perform the integration using the Newmark beta method
%

%

dt=prop_newmark(1); % time step size
nt=prop_newmark(2); % number of time steps
beta=prop_newmark(3); % beta
gamma=prop_newmark(4); % gamma
nbc=prop_newmark(5); % number of boundary conditions

% Applying the boundary conditions
for i=1:nbc

ibc=bcdof(i);
mm(ibc,:)=zeros(1,sdof);
mmy(:,ibc)=zeros(1,sdof);
mm(ibc,ibc)=1.0;
cc(ibc,:)=zeros(1,sdof);
cc(:,ibc)=zeros(1,sdof);
cc(ibc,ibc)=1.0;
kk(ibc,:)=zeros(1,sdof);
kk(:,ibc)=zeros(1,sdof);
kk(ibc,ibc)=1.0;

end

acc(:,1)=mm\(ff-cc*vel(:,1)-kk*disp(:,1));
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for it=1:nt
% Solution for accelerations

mm_bar = mm + dt*gamma*cc + dt*dt*beta*kk;
ff_bar = ff - cc*(vel(;,it)+dt*(1-gamma)*acc(;,it)) - kk*(disp(:,it)+dt*vel(;,it)+0.5*dt*dt*(1-2*beta)*acc(;,it));

acc(:,it+1) = mm_bar\ff_bar;
% Solution for the displacements, velocities

disp(:,it+1) = disp(:,it) + dt*vel(:,it) + 0.5*dt*dt*((1-2*beta)*acc(:,it)+2*beta*acc(:,it+1));
vel(;,it+1) = vel(;,it) + dt*((1-gamma)*acc(;,it)+gamma*acc(;,it+1));

end
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