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RESUMO

O objetivo deste projeto €é descrever uma metodologia para o
desenvolvimento de modelos dindmicos de um sistema mecénico
multicorpos onde os principais efeitos dindmicos sdo inércia, atritos nas
juntas, elasticidade dos corpos (incluida como efeito a parametros
concentrados) e forgas e torques provenientes dos atuadores do sistema. Os
meétodos de Lagrange e de Kane para a obtencdo de equacdes diferenciais
para estes sistemas mecanicos sao discutidos, comparados e o0s
procedimentos para a aplicacdo destes métodos para a obtencdo de
modelos matematicos sdo descritos. Utilizando o método das
transformacdes homogéneas na analise cinematica é possivel aplicar estes
modelos para a realizacdo de simulacdes dinamicas diretas e inversas. Esta
metodologia é aplicada para a modelagem de um mecanismo dinamico
paralelo com trés graus de liberdade, e simulacBes sdo feitas utilizando
parametros fisicos obtidos a partir de alguns experimentos feitos com um
protétipo do mecanismo (também descritos neste relatério). Finalmente,
alguns dos principais resultados e algumas possiveis aplicagcbes do modelo
séo discutidas.

Palavras-chave: Engenharia, Engenharia Mecanica, Dindmica, Robotica,

Mecanismos.



ABSTRACT

The aim of this project is to describe a methodology to develop dynamic
models of a multibody mechanical system whose most important dynamical
effects are inertia, joints friction, bodies’ elasticity (included as a lumped-
parameters effect) and the forces and torques from the system’s actuators.
Lagrange’s and Kane’s methods for obtaining differential equations of such
mechanical systems are discussed, compared and the procedures for the
application of these methods to obtain the mathematical models are
described. Using the homogeneous transformations methods in the
kinematical analysis, it is possible to use these models to do direct and
inverse simulations. This methodology is applied for modeling a 3-dof parallel
mechanism, and simulations are done using physical parameters obtained
from some experiments done with a prototype of the mechanism (also
described in this report). Finally, some of the main results are presented and

some possible applications of the developed model are discussed.

Keywords: Engineering, Mechanical Engineering, Dynamics, Robotics,

Mechanisms.
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1  INTRODUCAO

1.1 OBJETIVOS

O presente projeto tem por objetivo o desenvolvimento, a validacdo e o
aprimoramento de um modelo dindmico de um mecanismo roboético paralelo
de trés graus de liberdade. A linha de trabalho a ser adotada consiste na
execucao diversas etapas que incluirdo desde estudos do mecanismo do
ponto de vista tedrico até a execucdo de alguns procedimentos
experimentais que permitam o levantamento de parametros fisicos

realisticos para o modelo desenvolvido.

Um primeiro estudo do mecanismo do ponto de vista de seus aspectos
cinematicos fundamentais permitird um levantamento dos graus de liberdade
do seu movimento, viabilizando a formulacdo matematica de equacdes
cinematicas para a descricdo de suas trajetOrias possiveis. Posteriormente,
a fim de realizar um levantamento acerca das possibilidades de movimento
desse mecanismo, sera feito um estudo teorico a fim de obter um modelo
dindmico simplificado que inclua apenas os efeitos principais, e que permita,
por meio de simulagbes dinamicas inversas, a obtencdo de uma nocao
aproximada do desempenho requerido pelos atuadores do sistema para a
realizacdo de algumas trajetérias desejaveis para 0 tipo de mecanismo

proposto.

Tendo sido consolidado o modelo matematico tedrico, a préxima etapa € o
estudo de métodos para a inclusdo de efeitos de elasticidade e de atrito
nesse modelo. Em principio, para tal realizagédo, serdo utilizados métodos
tedricos para a modelagem de tais efeitos, deixando o equacionamento em
funcéo de alguns parametros. A intenc@o € que tais parametros possam ser
objeto de estudos por meio de experimentos a serem realizados com um

protétipo do mecanismo (atualmente localizado no Laboratério de Mecéanica



dos Solidos e Impacto em Estruturas da Escola Politécnica da Universidade
de S&o Paulo) mostrado na figura 1, a fim de que o modelo entédo obtido seja

0 mais coerente possivel com a dinamica do sistema real.

Finalmente, por meio da utilizacdo de softwares de simulacdo dinamica,
serdo obtidos resultados a serem utilizados para comparagdo com O0sS
resultados das simulacbes numéricas do modelo matemético e com os
experimentais, para que aprimoramentos e ajustes finais possam ser feitos,
de forma que o modelo matematico da cinematica e da dinamica do
mecanismo seja capaz de produzir da forma mais fiel possivel o
comportamento dindmico do sistema real, o que viabilizara a utilizacdo
desse modelo para o possivel desenvolvimento de sistemas de controle, por

exemplo.

(a) (b)

Figura 1 — Prot6tipos do mecanismo robdético paralelo de trés graus de liberdade estudado:

(a) protétipo inicial; (b) protétipo final em fase de construcdo



1.2 DEFINICAO DO ESCOPO

O presente projeto envolve uma série de procedimentos para o
desenvolvimento de um modelo dindmico de um mecanismo tridimensional
de arquitetura paralela com trés graus de liberdade. Uma descricéo

resumida do escopo do projeto consiste na seguinte lista:

1. Desenvolvimento de modelos matematicos constituidos por equacdes
dindmicas capazes de descrever o movimento do mecanismo
mediante a idealizacdo de seu comportamento por meio de hipbteses

simplificadoras.

2. Desenvolvimento de metodologias matematicas para possibilitar a
integracdo numérica das equacdes dinamicas, de tal forma que o
algoritmo computacional para esta integracdo produza resultados
confidveis sem exigir grande capacidade computacional.

3. Realizacdo de simulacdes numéricas dos modelos mateméaticos com
posterior andlise dos resultados, interpretando fisicamente os

fendbmenos e verificando a coeréncia dos resultados obtidos.

4. Aprimoramento do modelo matemético, por meio da inclusdo no
eguacionamento dinamico de modelos capazes de estimar os efeitos

de atrito e elasticidade no movimento do mecanismo.

5. Adaptacdo das metodologias mateméticas para a integracdo
numerica de equacdes dinamicas mais complexas (que incluem mais

efeitos no modelo).

6. Comparacdo dos resultados das simulagbes numéricas dos modelos
matematicos obtidos pela inclusdo de diferentes efeitos dinamicos,
verificacdo da coeréncia dos resultados para condicbes comuns de

simulagéo e interpretacao fisica dos resultados.



10.

1.3

Avaliacao de possibilidades de verificagdo experimental dos modelos
matematicos desenvolvidos, a fim de aprimorar a representatividade
dos mesmos por meio de ajustes de parametros fisicos do modelo em

funcéo de resultados experimentais.

Levantamento de algumas das propriedades fisicas do mecanismo, a
partir da realizacdo de experimentos com partes de um protétipo em

construcao.

Simulacdo dos modelos aprimorados com verificacdo de possiveis
simplificagbes a serem executadas no mesmo a fim de que os
algoritmos de integracdo apresentem melhor desempenho sem
grandes perdas na confiabilidade e representatividade dos resultados
obtidos.

Avaliacdo dos horizontes de possibilidades de aplicagdo do modelo
dindmico em desenvolvimentos tecnoldgicos, como o projeto de
sistemas de controle para 0 mecanismo, e em possiveis

aprimoramentos da prépria arquitetura do mecanismo.

JUSTIFICATIVA

Ao longo dos anos, desde o final do século XX até os dias atuais,

mecanismos robdticos tém encontrado cada dia mais espaco em aplicacdes,

principalmente na inddstria, em atividades que exigem movimentos de

precisdo ou mesmo movimentos rapidos, nas quais tém se mostrado

bastante superiores a atividade humana, seja em termos de custo, seja em

termos da qualidade do trabalho realizado. Isso motivou ao longo dos anos

um crescente estudo da dinamica desses mecanismos a fim de que os

modelos matematicos utilizados consigam reproduzir todos o0s aspectos

relevantes da dinamica de tais sistemas, para que os sistemas de controle



elaborados para tais estruturas e baseados em seus modelos mateméaticos
sejam cada vez mais precisos, o que implica em um aumento da qualidade
do trabalho realizado por esses mecanismos, seja pelo aumento da precisédo
ou pela reducéo do consumo de energia requerido para a realizacao de suas
atividades.

Contudo, as arquiteturas preferencialmente desenvolvidas, em geral,
consistem de mecanismos de estrutura serial (cadeia aberta), que
geralmente apresentam maiores facilidades do ponto de vista da obtencéo
de modelos mateméaticos que sejam capazes de reproduzir de maneira fiel
seu comportamento dinamico, justamente pelo fato de esses modelos em
geral serem razoavelmente simples, o que implica em maior facilidade para
desenvolvimento de algoritmos de controle para tais estruturas. De fato, tal
aspecto foi o que justificou o sucesso de tal arquitetura, uma vez que a
auséncia de ferramentas computacionais suficientemente robustas para a
abordagem de sistemas dinamicos de maior complexidade até poucos anos
atras foi um fator limitante que praticamente inviabilizou o desenvolvimento

de estruturas robdticas com novas arquiteturas.

Contudo, com o recente surgimento de uma série de softwares de simulacao
numeérica e modelagem dinamica, tal fator ndo mais tem sido limitante, de tal
forma que se abre um novo horizonte de possiveis arquiteturas para
mecanismos robdticos. Em particular, isso motivou o recente interesse pelo
estudo de arquiteturas paralelas, que apesar de dinamicamente mais
complexas, apresentam grandes vantagens em relacdo as arquiteturas
seriais convencionais. As principais vantagens na utilizacdo desse tipo de
arquitetura sustentam-se no fato de que é possivel criar mecanismos que
possuam varios graus de liberdade e cujos atuadores estejam todos fixos a
uma base imével (o que dificilmente é possivel no caso de cadeias seriais,
onde a solucdo é colocar os atuadores em movimento juntamente com 0s
COrpos gue constituem o mecanismo), 0 que permite uma maior simplicidade
construtiva e com pecas mais leves, justamente pelo fato de o mecanismo

ndo ser obrigado a suportar os grandes esforcos devidos a movimentagéo



dos atuadores. Com isso, consegue-se que tais mecanismos atinjam
velocidades muito maiores ao longo de sua operacéao, o que fornece nitida
vantagem a esse tipo de mecanismo em aplicagdes como pick-and-place,

onde se exige uma rapida movimentacao de objetos de um local para outro.

Dessa forma, o projeto proposto se adéqua a essa nova tendéncia de
desenvolvimento de arquiteturas nao-convencionais de mecanismos
roboticos, sendo uma tematica de interesse atual em termos do

desenvolvimento de tecnologias na area de Engenharia Mecéanica.



2 METODOLOGIA

Este capitulo destina-se a descri¢cdo dos principios metodoldgicos utilizados
no decorrer dos desenvolvimentos referentes aos estudos para a obtencao
do modelo dindmico do mecanismo, além da metodologia aplicada nos
experimentos realizados ao longo deste projeto. Em alguns casos sera feita
recorréncia a literatura especifica, com breves descricdes tedricas que
permitam elucidar todos o0s aspectos envolvidos nos procedimentos
realizados. Contudo, para nao tornar o0s textos aqui apresentados
excessivamente extensos, complementos eventualmente necessarios acerca

da metodologia serao apresentados no Apéndice A.

2.1 MODELAGEM CINEMATICA

Basicamente, a metodologia aplicada para a andlise cinematica consiste da
possibilidade de se definir sistemas de coordenadas solidarios ao referencial
definido por cada um dos corpos gque constitui o sistema considerando, por
hipétese, que tais corpos sejam rigidos, pois esta € uma condicéo
necessaria e suficiente para que o corpo em si defina um (e somente um)
referencial, conforme Kane, 1985 [1]. Sabe-se que em tais sistemas, as
coordenadas de cada ponto pertencente ao corpo rigido correspondente séo
constantes. Assim as coordenadas desses pontos em qualquer outro
sistema de coordenadas podem ser obtidas meramente pela consideracéo
das transformacgdes envolvidas na mudanca de um sistema de coordenadas
para outro. Tais transformacdes, conforme visto em Bottema e Roth, 1990
[6], tém carater algébrico de transformacdes afins (também denominadas
transformacdes homogéneas) no particular espaco em que o movimento
ocorre, sendo possivel relacionar as coordenadas de um mesmo ponto em

dois sistemas de coordenadas distintos, por meio de uma transformacéo



desta natureza que independe do particular ponto escolhido e de suas
coordenadas, ou seja, que depende somente dos movimentos relativos entre
os sistemas de coordenadas adotados. Um detalhamento adicional acerca

dessas transformacdes é feito na se¢édo A.1 do Apéndice A.

De forma geral seja P um ponto do qual se conhecem as coordenadas num
sistema de coordenadas S, dadas pela matriz coluna p (a ultima linha dessa
matriz é igual ao numero 1 e somente as anteriores efetivamente
representam as coordenadas de P) e seja um referencial S*, a partir do qual
S pode ser obtido por meio de uma translacdo de origens descrita pela
matriz coluna r e de rotacdes descritas pela matriz R. As coordenadas do
ponto P em S* podem ser obtidas a partir de uma transformacao T aplicada

sobre as coordenadas de P em S (dadas por p), ou seja:
x R
p=Tp=|, j|p (1)

Em geral, escolhe-se um referencial principal, normalmente associado a um
corpo fixo do sistema, e a este se associa um sistema de coordenadas, em
relacdo ao qual serd avaliado o movimento de cada corpo do sistema. O
procedimento para a analise adotado consiste em escolher quantas
coordenadas generalizadas forem necessarias de tal forma que cada matriz
de transformacdo T entre este sistema de coordenadas principal e os
associados aos demais corpos do sistema (no minimo um sistema associado
a cada corpo) tenha sua expressao dada da forma mais simples possivel. De
forma geral, este procedimento conduz a adog¢do de um numero n de
coordenadas generalizadas g; (i = 1,...,n) maior que o numero p de graus
de liberdade do sistema estudado, de tal forma que ndo ha completa
independéncia entre os valores das coordenadas adotadas, pela propria

natureza da vinculacao fisica entre os corpos que compdem o sistema.

De forma geral, o conjunto de relacbes matematicas que associam
coordenadas que descrevem um sistema fisico com base nos vinculos

existentes neste sdo denominadas equacdes vinculares (evidentemente,



somente nas situa¢des em que tais vinculos possam ser expressos por meio
de equacdes). Os vinculos, por sua vez podem ser classificados como
(Kane, 1985 [1]; Leech, 1971 [7]) vinculos holondmicos, quando existe a
possibilidade de escrever uma equacdo vincular que envolva as
coordenadas generalizadas e outras fungdes do tempo, mas que né&o
envolva nenhuma derivada temporal dessas coordenadas, e vinculos nao-
holonbémicos, caso contrario (envolve desde casos em que as equacdes
vinculares sdo formas n&o explicitamente integraveis com derivadas
temporais das coordenadas, até casos em que nao € possivel expressar o
vinculo na forma de uma equacgédo). Se a natureza de todos os vinculos de
um sistema fisico for holonémica, o sistema é dito holondmico. Por outro
lado, se houver vinculos ndo-holonémicos em um sistema, mas for possivel
para todos eles escrever equacdes vinculares que sejam combinagdes
lineares das derivadas temporais das coordenadas generalizadas do sistema
(podendo os coeficientes de tal combinacdo ser funcdes das préprias

coordenadas e do tempo), diz-se que o sistema € ndo-holondmico simples.

De forma geral, os vinculos holonémicos de um sistema podem ser
facilmente determinados considerando, por exemplo, que tem-se um ponto P
gue € comum a dois corpos A e B deste sistema, que existem sistemas de
coordenadas S, e Sy solidarios respectivamente a A e B e que S € o sistema
de coordenadas principal; denotando por p, as coordenadas de P em S,, pg
as coordenadas de P em Sz e p as coordenadas de P em S. Sabe-se que
existem duas matrizes T, e Ty tais que p = Typ, € que p = Tzpg. Dessa
forma, sendo T, e Tz expressas como funcdes das coordenadas
generalizadas q; (i = 1, ...,n), a igualdade Typ, = Tzpp expressa equacdes

vinculares holondmicas do sistema.

Finalmente, cabe observar que as equacfes vinculares holonémicas se
derivadas temporalmente, e as equacdes vinculares n&o-holonémicas
simples, de forma geral podem ser reunidas e postas na forma matricial
Jqg =0, onde ] € denominado Jacobiano das coordenadas generalizadas

(matriz com n — p linhas e n colunas) e q é a matriz coluna formada pelas
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derivadas temporais das coordenadas generalizadas (ou seja, pelos g;).
Como o sistema possui p graus de liberdade, isto significa que existe um
conjunto de p coordenadas dentre as n definidas formado somente por
coordenadas independentes e, portanto, podem-se explicitar tais p
coordenadas como fungBes do tempo (ou seja, pode-se definir uma trajetoria
para o0 sistema), e as n—p equacdes Jq =0 podem ser integradas
fornecendo os historicos temporais das demais n —p coordenadas (0s
valores iniciais dessas demais coordenadas, a serem usados para a
integracdo desta equacdo podem ser obtidos a partir da solugdo numérica
das equacdes vinculares por meio de métodos tais como o de Newton-
Raphson e suas variantes como, por exemplo, uma apresentada em Kane,

1985 [1] e mostrada na secdo A.3 do Apéndice A).

2.2 MODELAGEM DINAMICA: METODOLOGIA DE LAGRANGE

Os principais destaques do método de Lagrange de modelagem dinamica
consistem no fato de que o equacionamento dispensa a utilizacdo de
grandezas vetoriais e no fato de que os termos associados a forcas de
inércia e forcas ativas conservativas podem facilmente ser obtidos por meio
de derivadas das expressfes das energias cinética e potencial escritas em
termos das coordenadas generalizadas e de suas derivadas temporais.
Ainda, tal metodologia de equacionamento permite a utilizacdo de um
namero de coordenadas n maior que o numero de graus de liberdade p do
sistema, bastando para isso utilizar a forma das equacdes de Lagrange com
multiplicadores. Denotam-se por K a energia cinética de todo o sistema, VV a
expressao da energia potencial, e consideram-se as seguintes notacoes: q é
a matriz coluna formada pelas coordenadas generalizadas q; (i =1, ...,n),
d(-)/0q é a matriz coluna formada pelas n derivadas d(-)/dq;, Q € uma
matriz coluna formada pelas forgcas ativas n&o-conservativas generalizadas

Q; (onde cada Q; é dado pela somatoria dos produtos escalares das forcas
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nao-conservativas pelas derivadas parciais em relacdo aos ¢; das
velocidades dos pontos de aplicacdo destas com os produtos escalares dos
torques pelas derivadas parciais das velocidades angulares em relacédo aos
qi), A € uma matriz coluna formada por n — p multiplicadores indeterminados
(também conhecidos como multiplicadores de Lagrange) e J' € a matriz
transposta do Jacobiano das coordenadas generalizadas. Detalhamentos
adicionais acerca das expressfes envolvidas para a determinacdo dessas
funcdes sao discutidos na secédo A.4 do Apéndice A. A forma das equagdes
de Lagrange utilizada para a obtencdo da modelagem dinamica é dada por
(adaptado de Leech, 1971 [7]):

d (0K\ 0K oV
a(%)‘EJ’E‘Q”"‘:“ 2
Para o caso particular em que o numero de esforcos provenientes de
atuadores (ou seja, esforcos que pretendem controlar o movimento do
sistema) é igual ao niumero p de graus de liberdade do sistema (de fato, pois
um numero de atuadores igual ao de graus de liberdade, certamente garante
a controlabilidade do sistema), pode-se definir uma matriz coluna T com p
linhas, associada a esses esfor¢os de tal forma que existe uma matriz E que
satisfaz Q = Q —Et, onde Q contém somente os termos referentes a
esforcos ndo-conservativos que nao provém de atuadores, e assim, pode-se
dizer que, sendo conhecida a trajetoria do sistema (o que € suficiente para a
determinacao de todas as coordenadas do sistema conforme visto na secéo
anterior), os esforcos provenientes dos atuadores necessarios para 0
sistema realizar seu movimento podem ser calculados como se segue
(supondo inversivel a matriz [E  J']):

)=~ 51 (%(g—z)—g—ﬁﬁg—‘;—é) 3)

De outra forma, sendo conhecido o historico temporal da matriz coluna t dos
esforcos provenientes de atuadores como uma funcdo do tempo (aqui ndo

mais ha a necessidade de que o numero de linhas de t seja igual a p), pode-
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se facilmente integrar as equacdes dinamicas para a obtencéo dos historicos
das coordenadas dos corpos, bastando para tal considerar que a equacgao
(2) pode ser posta na forma H(q,t)q = h(q,q,t,t) —J'(q@)A, com H sendo
uma matriz quadrada de ordem n e h sendo uma matriz coluna com n linhas

e que como Jq = 0, entdo J§ + jq = 0, de tal forma que:

. H -1 h

3= J ]o] [—iq] ®
Assim, como a equacao (3) viabiliza a obtencdo de ¢, o procedimento de
integracdo pode ser realizado segundo algum método tradicional como o de
Runge-Kutta de quarta ordem, por exemplo. Dessa forma, o procedimento
descrito pela equacédo (3) viabiliza a utilizacdo das equacdes dinamicas de
Lagrange do sistema para a obtencéo, a partir de uma trajetoria conhecida
do mesmo, do histdrico temporal do conjunto de esfor¢cos provenientes de
atuadores necessarios para a realizacao desta trajetéria. Tal procedimento é
conhecido na literatura como simulagédo dinamica inversa. O procedimento
descrito na equacédo (4), por outro lado, € denominado simulacdo dinamica
direta, pois a partir do conhecimento dos esforcos provenientes dos
atuadores, determina-se por meio de integracao das equacodes dinamicas, a
trajetdria completa do sistema, detalhando-se o histérico temporal de todas

suas coordenadas.
2.3 MODELAGEM DINAMICA: METODOLOGIA DE KANE

A metodologia de Kane esta baseada nos conceitos de velocidades e
velocidades angulares parciais. Basicamente tais conceitos estao
relacionados com o0s movimentos efetivamente possiveis que o sistema
realiza obedecendo a todos os seus vinculos e basicamente trabalha com o
equilibrio entre forcas de inércia e forgcas ativas projetadas sobre tais

velocidades. Primeiramente, Kane [1] introduz o conceito de velocidade
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generalizada u;, que pode ser definida como qualquer combinacéo linear
dentre as derivadas temporais das coordenadas generalizadas, sendo que
0os coeficientes dessa combinacdo podem ser quaisquer funcdes das
coordenadas q; (j = 1, ...,n) e do tempo t (enventualmente tal expressao dos
u; pode ainda envolver termos adicionais independentes dos g; e
dependentes exclusivamente dos g; e do tempo t). Devem ser definidas n
velocidades generalizadas de tal forma que cada ¢; possa ser escrito

explicitamente como funcédo dos u; (i =1,..,n). A forma mais trivial para
definir os u; é escolher cada um como sendo igual a um g;, ou seja, u; = q;.
Se o particular sistema escolhido possui p graus de liberdade, é possivel,
por meio de manipulacdo algébrica sobre a equacdo Jq =0, encontrar
relagbes entre 0s ¢; Que permitam escrever 0S Uyyq,..,U, COMO
combinagdes lineares dos uy, ..., u,, (onde os coeficientes dessa combinagéo
linear séo fun¢bes dos q; e do tempo). Note que o que foi discutido até entédo
€ valido tanto para um sistema holonédmico com coordenadas redundantes
(ou seja, em numero maior que o de graus de liberdade do sistema) quanto
para um sistema nao-holonémico simples, sendo assim tal metodologia
valida para ambos os tipos de sistema. Dessa forma, em termos de
equacionamento pela metodologia de Kane, um sistema holonémico com
coordenadas redundantes pode ser tratado como se fosse um sistema nao-
holonémico simples, ndo havendo perda de generalidade alguma em se

fazer tal identificacao.

Definem-se as velocidades parciais ndo-holonébmicas de um determinado
ponto P em um referencial X (nesta secdo X sera considerado um referencial
inercial) como sendo as derivadas parciais da velocidade de P no referencial
X com relacdo a cada u; (i =1, ...,p), notando que cada velocidade nesse
sistema pode ser escrita em fungdo dos gq; (j = 1,..,n) e que cada g; pode
ser escrito como combinacéo linear dos u; (i = 1, ..., p), conforme discutido
no paragrafo anterior. As velocidades angulares parciais nao-holondmicas

de um corpo B no referencial X, podem ser definidas como sendo as
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derivadas parciais com relacdo aos u; (i = 1, ...,p) da velocidade angular do

corpo B relativamente ao referencial X.

Tendo as velocidades e velocidades angulares parciais nao-holonémicas,
pode-se definir as forcas ativas generalizadas nao-holondémicas e as forcas
de inércia generalizadas n&o-holondmicas. A i-ésima forca ativa
generalizada ndo-holonémica F; de um sistema € definida como sendo a
somatoria dos produtos escalares entre forcas resultantes sobre cada
particula que compde o sistema e as respectivas i-ésimas velocidades
parciais ndo-holonémicas (i = 1, ..., p). Pela natureza das forcas de vinculo e
das velocidades parciais nao-holonémicas, Kane [1] demonstra que as
mesmas nao tém efeito algum no calculo das forcas ativas generalizadas, de
tal forma que ndo h& necessidade de conhecé-las para equacionar a
dindmica do sistema. Em particular esta é uma vantagem também
observada na aplicacdo do formalismo de Lagrange, sendo ambas as
metodologias vantajosas nesse particular quesito com relacdo a métodos
anteriores tais como Newton-Euler, por exemplo. Ainda, Kane [1] demonstra
que para cada corpo rigido que compde o sistema estudado, a parcela
correspondente as forcas ativas generalizadas ndo-holonémicas associadas
a este corpo pode ser dada da seguinte forma: sabe-se que em um corpo
rigido B, é possivel promover a equivaléncia entre o sistema de forcas que
atua sobre este corpo, substituindo-o pela resultante do sistema de forcas
aplicada em uma linha de acdo passante por um ponto P desse sistema e
pelo momento resultante do sistema de forcas com pélo em P, de tal forma
qgue a i-ésima forca ativa generalizada ndo-holonédmica associada ao corpo
B pode ser dada pelo produto escalar entre a i-ésima velocidade angular
parcial ndo-holondémica desse corpo e o momento resultante do sistema de
forcas atuante sobre este corpo com relacdo ao pélo P somado com o
produto escalar da i-ésima velocidade parcial ndo-holonémica do ponto P
com a resultante do sistema de forcas atuantes em B. Naturalmente,
conforme discutido, do sistema de forgas atuantes sobre o corpo B, as

forcas de vinculo podem ser simplesmente ignoradas no equacionamento
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dindmico, pois a natureza dos vinculos do sistema ja se encontra
perfeitamente descrita por meio das expressbes das velocidades e

velocidades angulares parciais ndo-holonémicas.

Em analogia, a i-ésima forga de inércia generalizada n&do-holonémica F; de
um sistema é definida como sendo a somatoria dos produtos escalares entre
forcas de inércia de cada particula que compde o sistema e as respectivas i-
ésimas velocidades parciais nao-holonémicas (i =1,...,p). Em particular,
para um corpo rigido B, a parcela dessa forca de inércia generalizada
associada a B é dada por: (F)z=®; -M*+V-R* (i=1,..,p). Nesta
equacdo, w; € a i-ésima velocidade angular parcial ndo-holonémica do
corpo B no referencial X, M* = —a -1 — w X I- @ (com «a sendo a aceleracéo
angular do corpo B no referencial X, o sendo a velocidade angular de B em
X e I sendo o tensor de inércia central do corpo B), V; é a i-ésima
velocidade parcial ndo-holonémica do centro de massa do corpo B em X e
R* = —ma* (onde m é a massa do corpo e a* é a aceleracdo do centro de
massa do corpo em X). Detalhes adicionais acerca da obtencdo dessas

expressodes sdo fornecidos na sec¢do A.5 do Apéndice A.

Finalmente, como consequéncia imediata da forma de D’Alembert da
Segunda Lei de Newton, decorre que as equacdes dinamicas que
descrevem o comportamento do sistema podem ser dadas por:

F,+F =0 para i=1,..,p (5)

Deve-se notar, que aqui fica evidente uma grande vantagem do
equacionamento de um sistema dinamico segundo a metodologia de Kane
ante a de Lagrange. Tal vantagem consiste no fato de que o numero de
equacdes dinamicas nao é igual ao niumero n de coordenadas adotadas,
mas sim igual ao nimero p de graus de liberdade do sistema, dispensando
dessa forma a utlizagdo de artificios como os multiplicadores
indeterminados que invariavelmente tém que acabar sendo eliminados
numericamente (eventualmente em casos mais simples € possivel realizar

uma simplificacdo algébrica nas proprias expressfes das equacbes de
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Lagrange, eliminando os multiplicadores segundo artificios dessa natureza, o
que dispensara o célculo numérico dos mesmos na simulacdo das
equacBes). Com um numero reduzido de equacbes, fica claro que os
métodos numéricos de simulacdo serdo mais simples e assim terdo melhor
desempenho computacional e menores riscos de ocorréncia de erros
numeéricos. Uma desvantagem evidente, contudo, € que a obtencédo das
expressdes das forcas de inércia generalizadas € mais complexa do que no
método de Lagrange, pois envolve o calculo de aceleracdes e aceleracbes
angulares, o que € mais laborioso que o célculo de velocidades e
velocidades angulares para a obtencdo de expressdes de energia cinética
(apesar de ser um procedimento passivel de mecanizacdo segundo a

metodologia de andlise cinematica aplicada).

As equacOes de Kane podem ser postas em forma matricial, bastando notar
gue devem existir matrizes H (com p linhas e n colunas), h (com p linhas e
uma coluna) e E (com p linhas e com numero de colunas igual ao de
esforcos provenientes de atuadores) tais que todas as equacgdes dinamicas
de Kane figuem escritas como: H(q, t)u = h(q,u,t) + E(q, t)T (aqui T € uma
matriz coluna formada pelos esforcos provenientes dos atuadores do
sistema, q € uma matriz coluna formada pelas coordenadas generalizadas e

u € uma matriz coluna formada pelas velocidades generalizadas).

Assim, as equacdes postas em tal forma permitem a realizacdo de
simulacdes dinamicas inversas e diretas. No primeiro caso, novamente
deve-se considerar o0 sistema peculiar no qual o nimero de esforcos
provenientes de atuadores seja igual ao numero p de graus de liberdade do

mecanismo, de tal sorte que a matriz T pode ser obtida por:
t=E!(Hu—h) (6)

O procedimento para a integracéo de tais equacdes dinamicas para um dado
conjunto de esforcos de atuadores Tt (ndo havendo aqui qualquer restricdo
guanto a dimensao de t) novamente deve envolver um artificio que utiliza as

equacdes vinculares, uma vez que as equacdes dindmicas de Kane estdo
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em numero menor que o de variaveis incognitas do problema. Notando que,
pela definicdo dos u; devem existir matrizes W e Z tais que q = W(q,t)u +
Z(q,t), substituindo nas equacbes vinculares na forma Jq =0, obtém-se

JWu = —JZ, de tal forma que denotando W =JW e Z =]JZ e derivando

temporalmente essa expressdo, tem-se: Wiu = —Z—Wu. Assim, o
procedimento de integracdo das equacdes dinamicas de Kane pode ser

realizado da seguinte forma:

q=Wu+1Z
q [‘I;Al,]‘l[ h+Et ] (7)
—Z —Wu
Tais equacfes podem ser integradas numericamente utilizando algoritmos
tradicionais de integracdo como o de Runge-Kutta de quarta ordem,
viabilizando a obtencao do histérico das n coordenadas do movimento e das

n velocidades generalizadas do sistema estudado.
24 ESTUDO DA MOBILIDADE DO MECANISMO

O mecanismo estudado é mostrado na figura 2. O corpo B, representa a
base deste mecanismo, sendo um corpo que pode ser considerado fixo com
relacdo a um referencial inercial. O corpo B,, por sua vez € o denominado
orgao terminal do mecanismo, que é aquele cujo movimento efetivamente é
relevante de se analisar. Nota-se que 0 mecanismo apresenta trés cadeias
conectando o oOrgéo terminal a base do mecanismo, sendo tais cadeias
ByB1B3BsB,B,o, ByB,B,BsBsBiy € ByByBj,. Os corpos Bs, B,, B, € Bg
representam as pecas B, na notacdo da figura 3, das juntas esféricas
presentes nas respectivas cadeias. De forma geral, deve-se notar que as
cadeias B,B,B3;B<B,B;, € B,B,B,BsBgB,, S&0 cadeias idénticas em termos
de arquitetura. Assim, as juntas B,B; e ByB, Sao juntas rotativas com

atuadores, estando os mesmos solidarios a base B, do mecanismo e
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impondo torques aos corpos B, e B,. As juntas B,B; e B,B,, bem como as
juntas B;Bs e B,B, também sao rotativas, constituindo uma junta esférica
conforme a indicada na figura 3. Sabe-se que o corpo indicado por A na
figura é rigidamente conectado aos corpos B; e B, nas respectivas juntas e o
corpo B representa B; e B,; 0s corpos C e D por sua vez podem ser
considerados solidarios a Bs e B, dado que o movimento relativo entre C e
D em principio permitido € totalmente irrelevante para o movimento do
mecanismo, sendo inexistente em condi¢cdes normais de uso. As juntas
B,oB; € B;yBg sao analogas a B;B; e B,B,, assim como B,Bs e BgB, Sao

anélogas a B;Bs e B,Bg.

Figura 2 — Representacdo em CAD do mecanismo 2 RSS+PPaP estudado indicando a
notacéo dos corpos adotada

A junta ByBy, € uma junta prismatica com atuador que permite um grau de

liberdade translacional entre esses corpos. O corpo B, de fato € um
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quadrilatero passivo e a junta B9B;, pode ser entendida como uma junta que

permite dois graus de liberdade translacionais entre esses corpos.

Mediante essas consideracdes, o estudo de Almeida e Hess-Coelho (2010)
[4] deste mecanismo o classifica como uma estrutura 2 RSS + PPaP.
Segundo Tsai (1999) [8], uma estrutura cinematica paralela é dita
topologicamente simétrica se todas as cadeias que a compdem possuem 0s
mesmos tipos, numero e sequéncia de juntas, de tal forma que fica claro que
0 mecanismo estudado pode ser classificado como uma estrutura

assimétrica.

Figura 3 — Representagdo do modelo de junta esférica adotada no mecanismo estuado

Para determinar a mobilidade desse mecanismo, pode-se aplicar o método
da teoria dos grupos de deslocamento de Lie, citado em Hess-Coelho (2008)
[3], que afirma que em um mecanismo de arquitetura paralela, 0 movimento
resultante do 6rgdo terminal pode ser obtido pela interse¢cdo dos movimentos
permitidos por cada cadeia que o conecta a sua base. Considerando que

cada cadeia RSS individualmente € incapaz de restringir o movimento do

orgdo terminal (ou seja, permite seis graus de liberdade a seu movimento) e
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que a cadeia PPaP individualmente permite somente trés translacdes
relativas entre o 6rgao terminal e a base do mecanismo, de tal forma que, a
mobilidade do mecanismo € igual a 3 (ou seja, seu 6rgdo terminal fica

restrito a essas trés translacoes).

2.5 INCLUSAO DE EFEITOS DINAMICOS NO MODELO

O mecanismo fundamentalmente pode ser tratado como sendo um sistema
dindmico multicorpos, havendo assim certa complexidade envolvida em sua
modelagem. Deseja-se, contudo, que o modelo obtido seja representativo da
dindmica de um protétipo real desse mecanismo, de tal forma que as
simulacées numéricas do modelo sejam capazes de produzir resultados
bastante préximos do observado na realidade. Para tal, o modelo deve ser
capaz de incluir efeitos que efetivamente podem ser observados como, por
exemplo, deformacdes elasticas dos corpos que compdem o0 mecanismo e
atritos nas juntas que dissipardo parte da energia utilizada para a
movimentacdo desse mecanismo. Para que tais efeitos possam ser incluidos
de forma representativa sem que isso envolva considerar mudancas de
forma nos corpos do modelo bem como folgas relativas entre eles (o que
levaria & perda da valiosa hipotese de considerar todo o sistema como
sendo composto por corpos rigidos, o que, conforme visto nas secdes 2 a
2.3 conduz a uma imensa simplificacdo na modelagem cinematica e
dindmica), optou-se pela inclusdo de efeitos concentrados com parametros
experimentalmente ajustaveis que permitam realizar boas aproximagdes

mantendo todos os corpos que compdem o modelo como sendo rigidos.

Genericamente, qualquer modelo que dinamico que seja feito desse
mecanismo deve obrigatoriamente considerar os efeitos dos esforgcos
provenientes dos atuadores do sistema. Tais esforcos de atuadores para

controle podem Sr considerados como exercidos nas juntas rotativas By,B; €
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ByB, e na junta prismatica By,B,, sendo 0s dois primeiros tratados como

torques e o ultimo como uma forga.

Ainda, devem ser considerados os esfor¢cos devidos ao campo gravitacional,
gue pela configuracdo de montagem do mecanismo atua na direcao vertical
descendente em relacdo a vista representada na figura 2, e cujos efeitos
podem ser equivalentes a forcas concentradas atuantes nos centros de
massa de cada corpo, de magnitude igual ao produto da massa desse corpo
pela intensidade do campo gravitacional e na mesma direcdo e sentido

desse campo.

Também é importante considerar no modelo os efeitos dindmicos da inércia
dos corpos desse mecanismo, afinal tais efeitos sdo muito importantes em
um sistema sujeito a aceleracdes e desaceleracdes de elevada magnitude.
O tratamento dos efeitos das inércias pode ser feito de maneira bastante
simples com as metodologias de Lagrange e de Kane, conforme discutido
nas secbes 2.2 e 2.3, contanto que se considere que 0s corpos sao rigidos.
Demonstra-se (vide Kane, [1]) que um corpo rigido em movimento em um
espaco tridimensional possui no maximo seis graus de liberdade de
movimento, havendo um ndamero menor de graus de liberdade quando o
corpo encontra-se vinculado a outros, ndo sendo excessivamente complexa
a andlise dinamica com corpos rigidos extensos se comparada a analise
com massas concentradas, uma vez que uma massa concentrada possui no

maximo trés graus de liberdade em um espaco tridimensional.

Os efeitos de atrito serdo considerados como sendo relacionados apenas ao
deslocamento relativo entre dois corpos que compdem uma determinada
junta, se expressando por meio de forcas e torques que sejam linearmente
proporcionais as velocidades e velocidades angulares relativas entre as
partes, respectivamente e que atuem exatamente no sentido oposto a essas
velocidades e velocidades angulares. Dessa forma, se entre duas pecas X e

Y houver um movimento translacional (rotacional) relativo cuja velocidade
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(velocidade angular) relativa seja v (w), aparece uma forca (torque) de atrito

dada(o) por —bv (—bw) onde b € um escalar positivo.

Os efeitos de elasticidade por sua vez, tomados de forma concentrada
podem ser modelados como sendo molas lineares ideais presentes nas
juntas, mantendo a direcdo aproximada das deformac¢des do mecanismo real
de tal sorte que as forcas elasticas existentes sejam linearmente
proporcionais a essas deformacdes. A possibilidade da existéncia de tais
deformacgbes faz com que o sistema completo tenha um nimero de graus de
liberdade maior do que a mobilidade do mecanismo, dado que cada

deformacédo dessa natureza representa um grau de liberdade adicional.

Para o particular mecanismo, a modelagem de efeitos de elasticidade feita
considera somente os efeitos de elasticidade que devem ser mais aparentes
e influentes na dindmica do mecanismo. Isso exige uma analise acerca da
maneira como os esfor¢os sdo transmitidos por cada cadeia do mecanismo.
Em particular, nas cadeias RSS, pode-se verificar que pela prépria
arquitetura dessas estruturas, a transmisséo de esforcos se da de tal forma
que 0s corpos B; e By estejam predominantemente submetidos a forcas
normais (na direcdo de seus eixos geométricos principais), o que resulta que
tais corpos estejam assim submetidos a deformacdes normais. Dessa forma,
0S corpos B; e B, podem ser concebidos como sendo barras submetidas a
esforcos normais, cortantes e de flexdo, predominantemente (pela
arquitetura das juntas esféricas, também deve haver efeitos de flexdo, pelo
fato de a transmissdo de esfor¢cos ocorrer de forma excéntrica em relacao
aos eixos geometricos dos corpos, mas isso pode ser considerado um efeito
de segunda ordem). Sabe-se, contudo, que as teorias de elasticidade acerca
de barras afirmam que esforcos de flexdo tém efeito muito mais significativo
em termos de deformacéo nessas estruturas do que os esforgos cortantes e
normais, ou seja, nessas cadeias, o efeito de deformagao mais significativo
observado serad a deformacédo por flexdo dos corpos B; e B,, devendo 0s
demais serem secundarios em relacdo a este. Por outro lado, na cadeia

PPaP, é desprezivel a transmissdo de esforcos em outra diregdo que ndo
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seja a do atuador da junta prismatica ativa. Neste dire¢cao, contudo, nota-se
gue é aquela na qual esta cadeia apresenta-se estruturalmente mais rigida,
nao sendo feita a consideracdo de elasticidade nos membros dessa cadeia.
Portanto, a inclusdo de efeitos de elasticidade a parametros concentrados
considerando a presenca apenas de molas equivalentes a flexdo dos corpos
B; e B, e posicionadas entre estes corpos e 0s B; e B, permite a avaliagao
dos principais efeitos da elasticidade na dinamica do mecanismo, sem exigir
adicional complexidade no equacionamento do mesmo, e correspondendo a
mera adicdo de dois graus de liberdade, correspondentes a essas duas

deformagdes adicionais permitidas.

Nota-se assim, que por alterar o nUmero de graus de liberdade do sistema
no estudo de sua dindmica, a inclusdo dos efeitos da elasticidade dos
componentes necessariamente exige a elaboracdo de um novo modelo
matematico. Diferentemente, efeitos de atrito, por exemplo, ndo exigem uma
alteracdo do modelo, bastando notar neste caso que considerando nulas as
constantes de proporcionalidade b entre esfor¢os de atrito e velocidades (ou
velocidades angulares), os termos que contém os efeitos de atrito
desaparecem das equacdes dinamicas. Portanto, a metodologia adotada
para a analise da dinamica desse mecanismo robdtico consistirA na
elaboracdo de dois modelos matematicos, um deles considerando todos os
corpos do sistema como rigidos (ou seja, com trés graus de liberdade),
sendo denotado como modelo #1 e outro incluindo elasticidade a parametros
concentrados conforme descrito nos paragrafos acima (ou seja, com cinco
graus de liberdade), sendo denotado como modelo #2. Para cada um desses
modelos podem ser realizadas simulagdes que incluam ou nao efeitos de
atrito, sendo possivel realizar simula¢cées de quatro naturezas conforme

detalhado no esquema da figura 4.
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Figura 4 — Esquema de simulagdes que serdo realizadas com os modelos dinAmicos do

mecanismo

2.6 DEFINICAO DE COORDENADAS

A definicdo das coordenadas dos modelos dinamicos deve ser feita de forma
a satisfazer os seguintes requisitos, que sdo extremamente convenientes

para facilitar e simplificar os procedimentos de modelagem:

1. As coordenadas devem ser escolhidas de forma a tornar as
expressdes das matrizes de transformacdo homogénea o mais
simples possivel. A satisfacdo desse requisito implicardA em maior
simplicidade tanto nas expressfes das equacgdes vinculares quanto
nas de posicao, velocidade e aceleracéo de pontos notaveis e nas de

velocidade angular e aceleracdo angular dos corpos.

2. Simetrias existentes no sistema devem ser exploradas para a
definicdo de coordenadas, de tal forma que todo tipo de simetria fisica
que existir no sistema dinamico real automaticamente aparecera nas

equacdes do seu modelo matematico.
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3. Corpos e pontos cujo comportamento dindamico seja de maior
interesse devem ter suas coordenadas definidas e explicitamente

incluidas no modelo.

4. A definicho de coordenadas deve maximizar a simplicidade das
expressbes matematicas de esforcos ativos, tais como esforgos
provenientes de atuadores, de atritos, de deformacdes elasticas e do
campo gravitacional, de tal forma que as equacbOes dinamicas
permanecam o0 mais simples possivel, reduzindo assim o esforco

computacional para as simulagdes dos modelos.

Apesar dos critérios acima serem facilmente inteligiveis, sua aplicacdo néo é
uma tarefa simples, exigindo que algumas tentativas sejam feitas para a
determinacdo de quais e quantas serdo as coordenadas utilizadas no
modelo. A opc¢do adotada neste estudo foi a realizacdo de uma definigéo de
coordenadas de forma intuitiva, tomando em considerag&o os trés primeiros
critérios, o que surge como uma alternativa mais facil, dado que a verificacédo
da satisfacdo dessas condicfes pode ser feita diretamente nas primeiras
etapas dos procedimentos de modelagem, podendo ser realizadas
alteracdes de forma rapida e sem grandes esfor¢os. Apos esta escolha, tem-
se um dado conjunto de coordenadas, que para a satisfacdo do quarto
critério, pode simplesmente ser aumentado por meio da definicdo

conveniente de novas coordenadas, 0 que evita maiores esforcos.

Dessa maneira, para 0 modelo #1 optou-se pela escolha de um conjunto de
15 coordenadas (das quais apenas trés podem efetivamente ser tratadas
como independentes) e para o modelo #2 utiliza-se 17 coordenadas (das
quais cinco podem efetivamente ser tratadas como independentes), sendo
que as 15 primeiras coordenadas desse modelo coincidem com as utilizadas

no modelo #1.

Pelo fato de o corpo mais relevante no estudo da dindmica do mecanismo

ser o0 seu o6rgdo terminal (corpo B, na notacdo da figura 2), as trés primeiras
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coordenadas de cada modelo serdo correspondentes aos movimentos desse

corpo, que apresenta trés graus de liberdade translacionais.

Denotando o referencial X, como sendo aquele que é solidario ao corpo B,
(base do mecanismo) e considerando 0 mesmo como sendo um referencial
inercial, pode-se definir um sistema de coordenadas S, com origem no ponto
P, que é o ponto central da guia da junta prismatica entre os corpos B,
(base) e B, (paralelogramo) e com eixos definidos pelos versores e?, na
direcdo do movimento translacional nessa junta prismatica e sentido para
fora da péagina na vista da figura 5, e9 com direcdo e sentido do ponto P,
para o ponto P; e e que representa a vertical descendente na vista da figura

5, de tal forma que e = e? x e9.

E conveniente ainda definir um conjunto de pontos notaveis cuja definicio é

fornecida na tabela 1 e cuja indicacédo é feita na figura 5.

Na figura 5 ainda sdo definidas as principais dimensdes geométricas do
mecanismo: a, € igual a distancia entre os pontos P, e P; (e também entre
P, e P,), a, € a distancia entre os pontos P; e P; (e também entre P, e P,), a,
€ a distancia entre os pontos P; e P, (e também entre P, e Pg), a; é a
distancia entre os pontos P, e P, € a, € a distancia entre os pontos P, e P,

(e também entre Pg e Py).

Denotando por X; o referencial solidario a cada corpo B; do mecanismo
(i =1,...,10), a estratégia adotada para a adocao das demais coordenadas

consiste em definir sistemas de coordenadas S; solidarios a algum dos X;, de

tal forma que as dire¢Bes dos versores e), sejam coincidentes com os €ixos

de simetria principais dos corpos aos quais estes sistemas sdo solidarios.

Para tal, definem-se as seguintes operagdes sobre o conjunto de todos os
possiveis sistemas de coordenadas do espaco: T(p)[S] é definido como
sendo o sistema de coordenadas obtido a partir de S pela translacéo de p de
sua origem e mantendo sua base e R(¢,e)[S] é definido como sendo o

sistema de coordenadas obtido a partir de S pela rotacdo de ¢ dos seus
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eixos em torno da direcdo definida pelo versor e (e no sentido positivo
definido pelo mesmo) e mantendo sua origem. Com isso, define-se o
conjunto de coordenadas a ser utilizado no modelo, conforme indicado na
tabela 2. A tabela 3 e a figura 6 complementam a definicdo dessas
coordenadas. As coordenadas q;4 € g1 Sao definidas respectivamente como
sendo os deslocamentos relativos entre os pontos P; e P; e entre 0s pontos
P, e P,, sendo variaveis apenas no modelo #2 e sendo identicamente nulas

no caso do modelo #1.

Tabela 1 — Definicdo dos pontos notaveis do modelo do mecanismo (vide figura 5)

Ponto Definicao
P, Ponto médio entre P; e P,
P, Centro da junta rotativa entre os corpos B, (base) e B,
P, Centro da junta rotativa entre os corpos B, (base) e B,

Ponto solidario ao corpo B; e coincidente com o centro da junta
P, rotativa entre os corpos B; e B3 no estado néo deformado do
mecanismo

Ponto solidario ao corpo B, e coincidente com o centro da junta

P, rotativa entre os corpos B, e B, no estado nao deformado do
mecanismo

Py Centro do corpo B;

P, Centro do corpo B,

P, Centro do corpo B,

Pg Centro do corpo Bg

Py Centro da junta prismatica entre 0s corpos Bg € B;, (solidario a By)

Py Ponto médio entre P, e Pg

P Centro da junta prismatica entre 0s corpos B, € B, (solidario a B,,)
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Figura 5 — Nomenclatura dos pontos notaveis e dimensdes geométricas principais do

mecanismo

Tabela 2 — Definicdo de coordenadas e de sistemas de referéncia utilizados no modelo

Sistema de Solidario A . A Coordenadas
o Definicao do sistema de referéncia .
referéncia ao corpo definidas
S1 By R(qa4, e?) o T(aged)[S,] qs
S B, R(—m — gs, e?) ° T(_aoeg)[so] qs
S3 B3 T((heeg) o R(qe, €3) ° T(a;e3)[S;] e, 916
S4 B, T(—q,7€3) o R(—qy, e%) ° T(a1e%)[sz] q7,q17
Ss Bs R(qg, €3)[S3] ds
Se Be R(—=qo, eéf) [S4] do
S7 B; R(q10,€9) ° ']I('(‘heg ‘;)(QZ ‘2 a4)e%)+ qze3)[So] q1,92,93, 910
R(—q11,€5) o R(—m, €]
%8 B > T(q13 + (g — a4)e) + g5e9)[So] 2 G5
Sy Bs R(—q12, eZ)[S7] q12
S10 Be R(q13,€})[Ss] q13
S11 By R(q14, e(1)) ° T(Qle?)[so] q14
S12 B1o T(Chseéz) o R(—q14,€1") o T(azez")[S14] d14,415
S13 B T(g1€0 + gz + gze3)[So] 91,92, 93
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Figura 6 — Definicdo de coordenadas do modelo



30

Tabela 3 — Descricdo das coordenadas definidas (vide tabela 1, tabela 2, figura 5 e figura 6)

Coordenadas Descricao

q1, 92,93 Coordenadas do ponto P;, no sistema de coordenadas S,
qa Angulo formado entre a linha P, P; e a linha P, P,
qs Angulo formado entre a linha P,P, e a linha P, P,
de Angulo de rotac&o do corpo B; em relacéo & B; (nula quando g; = 0)
q7 Angulo de rotac&o do corpo B, em relagéo a B, (nula quando g; = 0)
qs Angulo formado entre a linha PsP, e a linha P, P,
qo Angulo formado entre a linha P,Pg a linha P,P,
q10 Angulo de rotacéo do corpo B, em relacéo a B;, (nula quando g, = 0)
q11 Angulo de rotacéo do corpo Bg em relacéo a B;, (nula quando gq; = 0)
q12 Angulo formado entre a linha P,Ps e a linha Py, P,
q13 Angulo formado entre a linha P3P, e a linha Py, Pg

Angulo formado entre a projecéo da linha P,P;; no plano P,P;P, € a

s linha P, P,
Q15 Deslocamento translacional entre os pontos P, e P;

16, 917 Deslocamento translacional entre P5, P; e P,, P, respectivamente

2.7 LEVANTAMENTO DE PARAMETROS DO MODELO

A adequada determinacao dos parametros dos modelos é fundamental para

que suas simulac¢des produzam resultados que sejam representativos acerca

do comportamento dindmico do sistema real. Um bom modelo deve ser

capaz simultaneamente de ndo apenas representar os efeitos observados

como também de fornecer valores que possam ser comparaveis a medi¢cdes

realizadas em um protétipo do sistema estudado.

Em relacdo ao mecanismo modelado, podem-se distinguir as seguintes

categorias de parametros:
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1. Parametros geométricos: relativos as dimensdes métricas dos corpos
gue constituem o mecanismo, influem diretamente tanto no estudo da

cinematica quanto no da dinamica do mecanismo.

2. Parametros de inércia: relativos as massas e momentos de inércia de

cada um dos corpos.

3. Parametros de atrito: relativos as constantes de proporcionalidade
entre os esfor¢cos de atrito atuantes e as velocidades ou velocidades
angulares relativas entre as partes em atrito (conforme hipotese de

modelagem dinamica dos efeitos de atrito apresentada na se¢ao 2.5).

4. Parametros de elasticidade: constantes de rigidez equivalentes as
molas concentradas que representam a elasticidade dos corpos que
compdem o mecanismo (conforme hipdétese de modelagem dinamica

dos efeitos de elasticidade apresentada na segao 2.5).

Para a obtencdo de todos os parametros, o ideal seria a realizagcdo de
ensaios experimentais com um prototipo real do mecanismo, levantando-se
assim todos os dados da forma mais precisa possivel. Contudo, a verséo
final do protétipo ainda ndo se encontra acabada (vide figura 1b), tendo sido
apenas construida a cadeia PPaP. A verséo inicial do protétipo por outro
lado (vide figura 1a) foi construida com uma série de adaptacdes que fazem
com que o comportamento dindmico desse protétipo seja bastante distinto
daquele que seria observado em um mecanismo real desse tipo. Assim, nao
faz sentido realizar experimentos com o protoétipo antigo, sendo preferivel
realizar experimentos com o0 novo protétipo em construcéo, obtendo todos os
parametros possiveis para a cadeia construida e estimando os demais a

partir dos parametros ja conhecidos.

Antes de descrever os procedimentos experimentais utilizados para a
medicdo de parametros na cadeia PPaP, serdo apresentadas as hipoteses
para estender as propriedades medidas para as demais cadeias do

mecanismo. Pretende-se realizar a medicdo das massas de cada uma das
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pecas que compdem a cadeia PPaP, das principais dimensfes geométricas
da mesma e das propriedades de atrito, por meio de um ensaio que utilize
uma instrumentacdo apropriada para medicdo simultanea de velocidades e
forgas, permitindo a realizagéo de correlagdes. Parametros de elasticidade
ndo serdo medidos para essa cadeia, pois por hipotese tal cadeia €
considerada como sendo suficiente rigida (vide hipoteses na secdo 2.5).
Além disso, momentos de inércia ndo serdo medidos, porém sera feita a
consideracdo de que, primeiramente, o0s sistemas de coordenadas
escolhidos (vide secdo 2.6) tém eixos que correspondem as direcbes
principais de inércia de cada um dos corpos, de tal forma que a matriz de
inércia em relacdo a eixos passantes pelos centros de massa € uma matriz
diagonal. Também sera considerado que corpos com pequenas dimensdes
(B3, B,, B; € Bg) possuem momentos de inércia despreziveis (sendo tratados
como massas concentradas) e que os demais corpos por possuirem formato
de barras, terdo momentos de inércia com relagdo aos seus eixos principais
calculados a partir de suas massas e dimensdes como se fossem barras
homogénas (ou seja, com momento de inércia desprezivel em relacdo ao
seu eixo geométrico e com momento de inércia igual a ml?/12 para qualquer
eixo central perpendicular ao seu eixo geométrico, com m sendo a massa
desse corpo e [ sendo o comprimento desse corpo na direcdo de seu eixo

geomeétrico).

Quanto aos parametros de elasticidade, podem-se conceber os corpos B; e
B, como barras engastadas aos eixos dos atuadores respectivos, uma vez
que de fato, a presenca desses atuadores é suficiente para garantir o
controle preciso da posi¢cao de pontos desses corpos que estejam situados
préximos a eles; pontos distantes dos atuadores, por outro lado, poderao ter
sua posicao afetada pelas deformacgdes desses corpos, estando assim mais
sensiveis aos efeitos da elasticidade. Assim, supondo que 0 comportamento
de deformagbes dos corpos obedecam ao padrdo elastico linear, pode-se
considerar que as deformacfes na extremidade desses corpos equivalem as
deformagbes de uma mola linear com constante de rigidez igual a k =

3EI. /13, onde E é o mddulo de elasticidade do material que compde as
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barras, I, € o0 momento de inércia de area na direcdo transversal a
deformacédo e [ € o comprimento desses corpos, desde a extremidade
engastada até a extremidade livre da barra. Dessa forma, os parametros de
elasticidade do mecanismo serdo estimados de forma completamente
tedrica, ndo havendo a realizacédo de experimentos para tal, uma vez que as

cadeias correspondentes ainda nao foram construidas.

As medicOes de massa e geometria dos componentes da cadeia PPaP
serdo realizadas por meio do desmonte da mesma, sendo as primeiras
propriedades aferidas por meio de uma balanca de pratos convencional e as
Gltimas aferidas com o0 uso de trenas e réguas. Nao ha a necessidade de
gue as medidas sejam aferidas com extrema precisdo, apenas deseja-se
gque as mesmas sejam verdadeiramente representativas, para que as
simulacdes produzam resultados realistas. Assim sendo, considerando que
os erros de medicdo envolvidos no uso de tais instrumentos s&o
despreziveis ante o nivel de precisdo desejados, o0s mesmos simplesmente

nao serdo envolvidos nas andlises aqui realizadas.

Os parametros de atrito que podem ser medidos na cadeia construida sao: o
coeficiente de atrito translacional da junta prismatica P e o coeficiente de
atrito rotacional equivalente as quatro juntas rotativas presentes no
paralelogramo Pa. O atrito equivalente da outra junta prismatica (a passiva)
nao pode ser aferido, pois ndo se consegue montar o 6rgao terminal neste

estagio construtivo.

O primeiro ensaio, para a determinacdo do atrito translacional na junta
prismatica P pode ser realizado por meio da montagem de uma
instrumentacdo com uma célula de carga e com um sensor do tipo LVDT
(que afere deslocamentos) simultaneamente montados na cadeia, na
direcéo da junta, conforme indicado na figura 7. Nesta figura, nota-se que a
célula de carga em S esta ligada em série com a haste do LVTD, estando
ligada a base inferior do paralelogramo. A célula de carga em S possui ainda

um dispositivo para a regulagcdo do ganho e do offset da medicéo, estando
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ambos os instrumentos ligados a uma placa de aquisicdo conectada a um

computador por meio de uma entrada paralela convencional.

Figura 7 — Aparato experimental para a realizacdo de ensaios para a determinacdo das

propriedades de atrito da junta prismatica ativa do mecanismo

Como o atuador ndo se encontra montado neste mecanismo, o ensaio pode
ser realizado por meio da movimentacdo translacional dessa cadeia do
mecanismo de forma manual e de maneira a tentar manter a velocidade
aproximadamente constante (dado que a hip6tese que se deseja comprovar
€ a proporcionalidade entre a forca de atrito e a velocidade de translacédo
relativa entre os corpos componentes da junta). Os dados tém sua aquisi¢cao
e gravacao realizadas por meio de um programa instalado no computador e
denominado DaqView. As grava¢des sao realizadas em arquivos de texto
(.txt) que podem facilmente ser exportados para outros programas para o
tratamento adequado, como por exemplo o Microsoft Excel. A metodologia
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dos procedimentos realizados é a seguinte: seleciona-se um tempo de
aguisicdo adequado (por exemplo 10 s) com um numero elevado de pontos
aferidos por segundo (adota-se o padrdo do programa de 1000 aquisi¢cdes
por segundo) e dentro de cada procedimento realiza-se um movimento
translacional que procure manter a velocidade aproximadamente constante.
Quando for feito o tratamento de dados, escolhe-se para cada medicéo
apenas um intervalo de tempo no qual a medida do LVDT indique que a
velocidade foi aproximadamente constante de fato, trabalhando-se apenas
com estes pontos. Mede-se entdo o coeficiente de regresséo linear
(inclinacdo de reta que melhor ajusta 0s pontos experimentais) para as
medicdes do LVDT e a média dentre as medi¢cbes de forca da célula de
carga. Finalmente, por meio das adequadas calibracdes tanto do LVDT
quanto da célula de carga, converte-se os valores de tensdo aferidos para as
grandezas efetivamente desejadas (deslocamentos e forcas) e realiza-se a
correlacdo entre o coeficiente de regressédo linear dos deslocamentos (que
representa a velocidade de translacéo) e o valor médio das forcas de atrito
aferidas para cada procedimento de medicdo, verificando-se assim a
proporcionalidade desejada entre forcas de atrito e velocidades relativas, e

determinando-se o melhor coeficiente de ajuste.

Para a medicdo dos parametros de atrito relativos as quatro juntas rotativas
do paralelogramo passivo, pode-se aproveitar o fato de o mesmo
individualmente constituir um sistema do tipo péndulo, ausente de excitacéo
externa. Neste caso, a Unica forma de dissipacdo de energia possivel é o
atrito das juntas do mesmo. Dessa forma, modelando-se 0 comportamento
dindmico deste péndulo, pode-se, por meio do conhecimento do tempo que
o sistema leva para dissipar um dado montante de energia mecanica estimar
o coeficiente de atrito de todas as juntas rotativas (supde-se adicionalmente
gue todas sao idénticas entre si, por simetria, respondendo cada uma por
uma parcela idéntica da energia dissipada). Através dessa propriedade,
pode-se propor 0 seguinte ensaio experimental para a determinacdo das
propriedades de atrito do mecanismo: delimitam-se dois pontos de referéncia

de posicéo para 0 mecanismo de tal forma que tais pontos correspondam a
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diferentes energias potenciais gravitacionais da cadeia; demarcam-se esses
pontos de maneira adequada para que figuem facilmente visualizaveis ao
longo de todo o ensaio; desloca-se 0 mecanismo para o ponto de maior
energia potencial dentre estes dois e solta-se o0 mesmo permitindo-se o
movimento pendular e iniciando-se a contagem de tempo que s é parada
guando o mecanismo mostra-se incapaz de sequer chegar ao outro ponto
demarcado, o de menor potencial. Como as energias potenciais do
mecanismo em ambos 0s pontos sdo conhecidas, pode-se dizer que o
tempo medido é o tempo necessario para o atrito dissipar a diferenca de
energia potencial entre as duas posi¢coes. Ajustando-se isso ao modelo do
movimento pendular do mecanismo com atrito proporcional a velocidade
angular relativa entre as partes, obtém-se os valores dos coeficientes de

atrito para cada junta.

Quanto as demais juntas do mecanismo, cuja medicdo de propriedades de
atrito ndo pode ser realizada por conta da ndo existéncia ainda de tais pecas
no prototipo sera suposto que todas as juntas rotativas possuem o mesmo
coeficiente de atrito que cada junta rotativa do paralelogramo e que cada
junta prismatica possui 0 mesmo coeficiente de atrito da junta prisméatica
aferida (ou seja, faz-se uma hipotese de simetria entre os elementos de

dissipacéo de energia).

2.8 LINEARIZACAO DE EQUACOES DINAMICAS

As teorias mais difundidas de controle, sejam de controle classico ou de
controle moderno, baseiam sua metodologia de sintese de controladores em
modelos dinamicos matematicos constituidos por equacdes diferenciais
ordinarias (cuja integracdo permite determinar a resposta dindmica do

sistema as entradas de controle e perturbacdo a ele impostas). Contudo, as
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teorias mais comuns baseiam os processos de sintese em modelos nos

quais as equacdes dinamicas séao lineares.

Cabe aqui observar um conceito importante das teorias de controle que é o
conceito de variaveis de estado. Segundo a obra de Bernard Friedland [9]: O
estado de um sistema dindmico é um conjunto de grandezas fisicas cuja
especificacdo (na auséncia de excitacdo externa) € capaz de determinar
completamente a evolucdo do sistema. Segundo a teoria de controle
moderno, um sistema dinamico linear pode ter a derivada temporal de seu
estado determinada como uma combinacgéo linear do estado atual e das
variaveis de entrada (que podem ser entradas de controle ou de
perturbacdo). Dessa forma, denotando por x o vetor de estados de um
sistema dinamico, x como sendo sua derivada temporal e v como o vetor de
entradas, conforme discutido, devem existir duas matrizes A e B (que podem

inclusive depender explicitamente do tempo) tais que:
X = Ax + Bv (8)

Outra concepcédo da teoria de controle é o denominado controle digital, no
gual os sistemas sao tratados como sendo discretos, mesmo que nao sejam,
pois o controlador sintetizado é discreto. Tal teoria além de ser mais
moderna, ainda abrange controladores melhores, cuja sintese pode ser mais
facil, barata e viavel do que a de um controlador analégico. No caso de um
sistema dinamico discreto, as equacdes que descrevem a evolucdo do
estado do sistema sdo as denominadas equacdes de diferencas, nas quais o
estado atual € uma funcéo do estado imediatamente anterior e das entradas
ocorridas no instante imediatamente anterior. Em particular, para um sistema
discreto linear, o estado de um instante k + 1, x,,;, € concebido como
sendo uma combinacéo linear do estado no instante k, x;, com as entradas
do sistema no instante k, v,. Dito de outra forma, devem existir duas
matrizes A e B (que podem inclusive ser dependentes exclusivamente do

instante k) tais que:
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Xp+1 = AXy + Buy 9)

Deve-se notar, contudo que, mesmo que um sistema nao seja naturalmente
considerado discreto, suas equacdes dinamicas podem ser discretizadas, ou
seja, existem meétodos matematicos que permitem aproximar equacoes
diferenciais por equacdes de diferencas, bastando para isso que se escolha
um intervalo temporal de discretizacdo que seja adequado para o estudo de

todos os aspectos relevantes do modelo original.

Possuindo equacgfes dinamicas diferenciais lineares na forma (8) ou
discretas lineares na forma (9), as teorias de controle apresentam uma série
de metodologias que permitem sintetizar controladores de forma bastante
metodica e simples a partir desses modelos. Ndo somente isso, como
também uma série de softwares utilizados para simulacbes matemaéticas,
tais como Scilab, Matlab e Octave, por exemplo, possuem uma série de
pacotes prontos para a sintese de controladores de sistemas dinamicos
lineares e para sua simulacdo (uma breve descricdo das caracteristicas de

cada um desses softwares é feita no Apéndice B).

Dessa maneira, se justifica a importancia da obtencdo de uma forma
linearizada das equacdes dinamicas do modelo estudado para que primeiras
aplicacdes praticas do mesmo possam ser executadas. De forma geral, séo
desejadas algumas boas caracteristicas para tais modelos linearizados,
dentre as principais vale destacar: precisdo de resultados (capacidade de
produzir, apesar de sua maior simplicidade, resultados com uma qualidade o
mais proximo possivel da realidade®) e reducéo de complexidade do modelo

(com formas linearizadas as equacdes de vinculo se tornam extremamente

A primeira forma de verificar a qualidade do modelo linearizado é a comparacao entre os
resultados obtidos pelos modelos linear ou ndo-linear, ou seja, a medida que o modelo nao-
linear for capaz de fornecer uma boa descricdo do sistema real, e os resultados produzidos
pelo modelo linear forem proximos deste, pode-se dizer que o modelo linearizado tem boa

precisdo de resultados.
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simples, havendo assim a possibilidade de eliminar coordenadas adicionais
e redundantes, definidas com o intuito de simplificar o equacionamento nao-
linear original, de tal forma que se por um lado os modelos lineares tenham
menor precisdo na previsao de resultados, por outro, representam um

equacionamento que tem uma simulag@o mais simples e rapida).

De forma geral, para um sistema mecanico que possa ser modelado
segundo as metodologias apresentadas neste estudo, o conhecimento das
coordenadas generalizadas ¢; (i = 1, ...,n) e das velocidades generalizadas”
u; (i =1,...,n) € suficiente para a determinacao do estado de tais sistemas.
Em particular, se existe o desejo de se linearizar as equacdes dinamicas
desse sistema em torno de um estado que corresponda a q; = q; e u; = u;
(i=1,..,n), pode-se realizar a seguinte mudanca de variaveis nas
equacgdes dinamicas: q = q" + 8q € u = u* + du. Conforme demonstrado na
secdo A.3 do Apéndice A, se dentre as n coordenadas q; forem escolhidas p
coordenadas independentes (onde p é o nimero de graus de liberdade do
sistema) e se tais coordenadas forem denotadas como 6, (r = 1, ..., p), entdo
existe uma matriz B dependente das n coordenadas q; e do tempo tal que
q = PO. Dessa forma, pela propria definicio matemaética de diferenciacao,
pode-se dizer que para pequenas variacdes em relacdo ao estado no qual a
linearizacdo esta sendo realizada € valida a seguinte aproximacédo: 8q =
7860, onde B* é a matriz B calculada para q; =¢q; (i=1,..,n). Assim,
também é valido considerar que 8q = p*80 e 84 = p*80. Ainda, conforme
discutido na secdo 2.3, existe uma relacdo da forma q = Wu + Z, entéo é

possivel afirmar que 8u = (W*)~1(B*860 — Z*).

* Apesar de o conceito de velocidades generalizadas ser em principio exclusivo da
metodologia de Kane, 0 mesmo por extensdo pode também ser atribuido a metodologia de
Lagrange, bastando que neste caso seja feita a restricdo de que u; = ¢; quando se usa esta

metodologia. Com isso, unifica-se o tratamento matemético para ambas as metodologias.
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Seja ¢ uma funcado qualquer dos g; e dos u;, parai =1, ...,n. Sabe-se que a
linearizacdo ¢ da fungdo ¢ em torno de um estado no qual q; = q; e por
u; =u; (i=1,..,n) por polinébmio de Taylor de primeira ordem pode ser
dada por:

é = +8q’ (Z—ﬁ) 4 5u’ (Z—i’) (10)
Na notacdo desta equacéo, (-)* indica que a funcgéo foi calculada em q; = q;
eu; =u; (i=1,..,n)e (-) denota a operacdo de transposicdo de matrizes.
Substituindo 8q = $*80 e du = (W")"1(B*86 — Z*), pode-se afirmar que a
forma linearizada ¢ depende exclusivamente das variaveis 80 e 80, o que
mostra uma das principais vantagens do trabalho com forma linearizadas,

gue € a reducéo do numero de variaveis do problema.

Valendo-se destes resultados, pode-se promover as linearizacbes das
equacdes dindmicas de Lagrange e de Kane, porém tais procedimentos
serdo distintos para estas metodologias. Os resultados finais seréo, contudo,
equacles dindmicas que, uma vez integradas devem produzir resultados

praticamente idénticos para mesmas condi¢des de simulacéo.

No caso da metodologia de Lagrange, faz-se a opcao de linearizar as
expressdes de energia cinética, potencial e dos esforcos ndo-conservativos
generalizados antes da obtencdo das equacfes dinamicas. Uma vez que se
obtém tais expressdes em termos dos 66, (r =1, ...,p) e de suas derivadas
temporais, e como tais coordenadas s&o independentes entre si, 0
equacionamento de Lagrange ndo requer o uso dos multiplicadores
indicados na equacgéo (2), conduzindo a outra importante simplificacdo no

equacionamento.

No caso da metodologia de Kane, o procedimento de linearizacao € aplicado
as expressdes de velocidades parciais nao-holonémicas e velocidades
angulares parciais ndo-holonémicas, bem como as expressdes dos esforgos

atuantes e das forcas de inércia. Apoés isso, quando sao feitos os produtos
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escalares correspondentes entre tais grandezas, os produtos de termos
cruzados entre os 66, e também entre 0s §6, (r = 1, ...,p) sdo desprezados,
pois uma vez que representam pequenas variacbes em torno do estado de
linearizacdo, tais produtos cruzados respondem por efeitos despreziveis de
segunda ordem. Algumas das expressfes mais comuns utilizadas nos

procedimento de linearizacéo sdo apresentadas na tabela 4°.

Tabela 4 — Expressdes utilizadas para a obtencéo de equacdes dinamicas linearizadas

Expressao ndo-linear Forma linearizada
* *
Ci ¢ —s;0q;
Si s; +¢/0q;
* * * * *
CiU; Uy —s;u;6q; +¢; 6y
* * * * *
SiUj siuj +cju;6q; +s; 6y
CrUUj CU W — S;UU; 6qy + cruf Suy + cruy Sy
Sy UL SPU W+ GUiU 8qy + spuiSu; + spu; Sy,

As formas linearizadas das equacbes dinamicas podem ser escritas da
seguinte maneira (se for realizada a substituicZio 80 = 0 — 0" e 8§60 = 6 — 0*):

MO+ B0+ K0 =F+E*t (11)

Nesta forma M, B e K s&o matrizes quadradas de ordem igual ao niumero
de elementos das matrizes coluna @ e F é uma matriz coluna de mesma

dimensao de 0 cujos termos devem ser independentes dos 6, (r = 1, ..., p).

A partir de equacdes dinamicas lineares de segunda ordem na forma (11),
uma possivel representacdo das mesmas na forma de espaco de estados,
pode ser facilmente obtida tomando um vetor de estados com 2p variaveis
cujas p primeiras componentes sejam 0s 6, e cujas p Uultimas variaveis

representem os 6, (r =1,...,p). Além disso, considera-se que o vetor de

® Neste texto sera adotada a seguinte notacdo c; = cos (¢;) € s; = sin(g;).
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entradas v tenha (N;+p) componentes, as N, primeiras dadas pelas
variaveis de controle que constituem a matriz coluna t e as p ultimas dadas
pelos elementos da matriz F. Escolhendo x e v dessa forma, as matrizes A e
B da representacdo na forma de espaco de estados, mostrada na equacéo

(8), ficam sendo dadas por:

a=| Opxr Lpxp ] B = [ Opxn,  Opxp (12)
-Mm 1 -m 1B ME* M

As matrizes A e B da representagdo na forma de espaco de estados

discreta, dada na equacdo (9), podem ser obtidas por procedimentos

analiticos ou numéricos. No caso do presente estudo, optou-se por fazer

essa obtencdo por meio de discretizacdo numérica utilizando funcdes

préprias do Scilab.
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3 RESULTADOS E ANALISES

Este capitulo se destina a mostrar os principais resultados obtidos acerca do
estudo da dindmica do mecanismo robdtico paralelo assimétrico mediante a
aplicacdo da metodologia descrita e desenvolvida no capitulo anterior. Os
resultados s&do apresentados, analisados e discutidos, obtendo-se
conclusbes acerca da relevancia de cada efeito dinamico considerado no

comportamento real do mecanismo.

3.1 TRANSFORMACOES HOMOGENEAS E EQUACOES VINCULARES

A partir das definicdes de coordenadas e sistemas de referéncia feitas na
secdo 2.6, podem-se obter expressbes de algumas transformacoes
homogéneas relevantes pra a andlise que serdo utilizadas para o estudo da
cinematica do mecanismo conforme descrito na se¢do 2. As principais
transformacdes homogéneas utilizadas no estudo do modelo séo
apresentadas na tabela 5. Note que nestas expressGes aparecem as
coordenadas q,¢ € g7 que estdo presentes apenas no modelo #2. Contudo
tais transformacdes sédo igualmente validas para o modelo #1, bastando

considerar gue no mesmo, estas coordenadas sao permanentemente nulas.

As equagoes vinculares, que determinam as relagdes entre as coordenadas
devem ser em numero iguais a diferenga entre o nimero de coordenadas
utilizados no modelo e o nimero de graus de liberdade do mesmo. Como no
modelo #1 tem-se n = 15 e p = 3, e no modelo #2, tem-se n = 17 e p = 5,
entdo, em ambos 0s casos tem-se a necessidade de se utilizar 12 equacgdes
vinculares. Dessa forma, novamente pode-se dizer que as equacles

vinculares do modelo #2 podem ser aproveitadas para o modelo #1,
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bastando para isso considerar que no ultimo as coordenadas q,¢ € q;7 Sejam

permanentemente nulas.

Considerando que Ssp” =[0 a, 0 1] e S3p”=[0 a, 0 1], pode-
se entdo afirmar que TSsp?” = J°TS13pP7; também SepPs = [0 a, 0 1]'e
Spfe = [0 —a, 0 1] e dai ggTSGpPS = Sf‘s’TSBpPB; analogamente,
SpPs=[0 0 0 1]' e ¥pP=[0 a; 0 1] logo, LTS pPs = PTSphs e
ainda, *pfo=[0 0 0 1] e SwpPs=[0 a, 0 1]’ logo, ngslopP6 =
§2T54pp6; finalmente, tem-se SizpPo=10 0 0 1] e
SspPo=[0 0 0 1] e, portanto, ;°TSizpPio = °TSispP.  Cada uma
dessas igualdades conduz a trés equacdes, havendo 15 no total, dentre as

quais devem-se escolher 12 independentes para utilizar como equacdes

vinculares.

As doze equacdes vinculares utilizadas para correlacionar as coordenadas
dos modelos #1 e #2 sdo (os desenvolvimentos das expressfes sao feitos

com o auxilio do software Wolfram Mathematica 7.0):

f1(@) = q1 —s6(sgaz + q16) = 0

f2(q) = 81051202 —q1 =0

f3(q) = g1 — s7(s9az + q17) =0

fa(q) = s11813a, —q; =0

fs(@) =ag+cua; — ¢, —ay—q; =0

fe(q) = —ag —csa; + ciza; + ay —q; =0

f7(q) = —s4(ag + cgaz) + g3 — cuce(Sgaz + q16) = 0
f6(q) = s4a1 + €105120; —q3 =0

fo(@) = —ss(ay + coaz) + q3 — csc7(S9az + g17) = 0
f10(@) = ssa; + €11813a; —q3 =0

f11(@) = —cpua3+q2 =0

f12(@) = —s14a3+ @3 — 15 = 0

(13)
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O jacobiano associado € a matriz cujo elemento que ocupam a i-ésima linha
e j-ésima coluna é dado pela derivada parcial de f; em relacdo a
coordenada q;. Neste caso, sdo coordenadas do modelo #1, q;, ...,q;5 € dO
modelo #2, q,,..,q:;. Por serem expressfes de grande tamanho, os

jacobianos ndo serdo mostrados explicitamente neste texto.

Tabela 5 — Principais transformag¢des homogéneas utilizadas no estudo da cinemética do

mecanismo
Transf. Expressé&o matricial
Ce S6Sg CgSe Sed16
So S4Se  C4Cg — CS4Sg  —CeCgSy — C4Sg Qg 1 C4a1 — CeS4q16
S —C4Se  CgSs 1 C4CeSg  C4CeCg — S4Sg S4a1 t+ C4Ceq16
0 0 0 1
C7 5759 —CoS7 S7q17
Sop —S5S7  C7S559 — C5C9  —C7C9Ss — C5Sg  —Qg — C5A; + C7S5(17
Se —C5S7  C9Ss +C5C7Sg  S5S9 — C5C7Cq Ssa; t+ C5C7q17
0 0 0 1
Ci0  —S10S12 C12510 41
Sorp 0 C12 S12 as +q
S9 —S10 ~C10S12 C10C12 as
0 0 0 1
€11 —S11513  —C13511 a1
So 0 —C13 S13 2 — Ay
$10 —S11 —€11513  —C11C13 qs
0 0 0 1
1 0 O q1
Sorp 0 1 0 C1403
S12 0 0 1 spa3+¢qss
0 0 O 1
1 0 0 q
So 0 1 0 q,
513 0 0 1 g3
0 0 0 1
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3.2 EXPRESSOES DE VELOCIDADES E VELOCIDADES ANGULARES

A partir da definicdo dos sistemas de coordenadas feita na secéo 2.6 e das

expressdes das transformacfes homogéneas na secao anterior, pode-se

aplicar a metodologia explicitada na secdao A.2 do Apéndice A para a

determinacdo das velocidades angulares a partir das expressbes das

matrizes de mudanca de base ;g]?R, conforme mostrado na tabela 6. Ainda,

aplicando as expressdes obtidas a transformacéo q = PO descrita na secéo

A.3 do Apéndice A, pela definicAo de velocidade angular parcial nao-

holonbmica dada pela equacdo (54) na secdo A.5 do Apéndice A com

u, =6, (r =1,...,p), obtém-se as expressdes para as velocidades angulares

parciais nado-holonémicas de todos os corpos do mecanismo conforme

fornecido na tabela 7.

Tabela 6 — Velocidades angulares dos corpos que compdem o0 mecanismo

Velocidade _ j j j
angular ! = & >
Xo X1 1 qa 0 0
Xo gy X2 2 —{s 0 0
Yo X3 3 Ceqa qe Seda
XoXa 4 —C7qs —q7 S74s
Xo X5 9 —q1 C12910 S12G10
Xo X6 10 13 —C13G11 S13911
Xo X7 7 0 G10 0
Xo X8 8 0 —q11 0
XogyXo 11 G14 0 0
Xo gy X10 13 0 0 0
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Tabela 7 — Velocidades angulares parciais ndo-holonémicas de cada corpo do mecanismo

(p = 3 para 0 modelo #1 e p = 5 para o modelo #2)

Velocidade
angular parcial Ji e{ eé eé

r=1,..,p)
X%ofl 1 :84,7" 0 0
X%ofz 2 _,Bs,r 0 0
Ko X3 3 CoBar Be,r SeBa,r
X"(Jt)i(4 4 _C7ﬁ5,r _,87,r 57:85,1”
Xowfs 9 —Pizr C12B10,r S12B10,r
XogpX6 10 Bi3r —C13B11,r S13B11,r
X°oof’ 7 0 ﬁlo,r 0
o X8 8 0 —B11r 0
Xo X0 11 Biar 0 0

As expressodes das velocidades e aceleracdes de pontos notaveis podem ser

calculadas diretamente a partir das derivadas temporais (primeira e

segunda) das expressdes genéricas, em funcdo das coordenadas dos

modelos, das posicdes desses pontos com relagdo ao ponto P, que é

solidario ao referencial X, (considerado como sendo um referencial inercial

neste estudo). Tais expressdes de posicdo sédo fornecidas na tabela 8. As

expressdes apresentadas sdo escritas para o modelo #2, podendo ser

usadas para o modelo #1 bastando considerar identicamente nulas as

coordenadas g4 € q17.
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Tabela 8 — Expressoes de vetores posigdo de pontos notaveis do mecanismo

Vetor o o .
o el e2 83
posicao
pPOBI
B* PP PP Seq16 (2ag + c4a; — €654916) (s4a;1 + C4C6q16)
1 _ p 01 4+ p 055 2 2 —2
2
pPOB;
B: PoPy 4 PoPe S7q17 (—2ay — csay + ¢y55qG17) (ssa;, + csC7qq7)
2 _p**+p 2 2 2
2
B3 pfBs =pPoPs  s54qy6 Ao t €40y — C6S4q16 S4a1 t C4C6q16
By pFfofs = pPoPe S7q17 —Qp — €501 t C7S5q17 Ssa; + C5€7q17
pposg
B: PoP PoP; 91 tSedis  (ag +Caly + Ay + @ = C6SaGhe)  (Say + q3 + CaCo16)
> _prEtpe 2 2 2
2
pPOBg
B* Pop PP G t87917 (—ag—csa; —ay, + Gz +¢;55q17)  (Ssay + g3 + C5C7G47)
6 _ p 01 4 p 078 2 2 2
2
B;  pPP7 = pPof 0 as +q; qs
Bg pFoPs = pFoPe q1 —a;+q; qs
pPOB; CiaQ S144
B; PoP12 4 pPoPo q1 1473 1473
_p "rTp 2 2
2
PyP.
Py pfoPe 01 0z 43 — Gus
PoP
Py poo q1 qz qs
Py pfof q1 0 0

As velocidades parciais ndo-holonémicas do mecanismo, podem ser obtidas

entdo aplicando a transformacédo ¢ = B0 descrita na secdo A.3 do Apéndice

A considerando sua definicdo dada pela equacédo (54) na secdo A.5 do

Apéndice A quando se faz u, =6, (r=1,..,p). Tais expressdes sio

apresentadas na tabela 9 e sdo dadas para o modelo #2, sendo igualmente

vélidas para o modelo #1, bastando que para isso seja feita a consideracao

de que neste modelo qi¢, q17, P16y © P17 (r =1,2,3) séo identicamente

nulas.
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Vel. Parcial Componentes
1
5 (C6q16ﬁ6,r + 56.316,r) e?
x 1
Xo‘_’fl > (Q16(_C4C6ﬁ4,r + 5456:86,7") - 54(a1ﬁ4m + C6,316,r)) ed
1
2 (_q16(C654ﬁ4,r + C456,36,r) + C4(alﬁ4,r + Ceﬁle,r)) eg
1
2 (C7Q17ﬁ7,r + 57,817,r) e(1J
P 1
Yo, 2 5 (CI17(C5C7,35,r — 5557B7,) + s5(a1Bs + C7.317,r)) e;
1
> (_Q17(C75535,r + C55737,r) + Cs(a1ﬁ5,r + C7,817,r)) el
Ceq16B6,r + SePie,r e}
XO\_ffg Q16(_C4C6ﬁ4,r + 5456ﬁ6,r) - 54(“1,34,r + C6:816,r) e;
_Q16(C654ﬁ4,r + C45636,r) + C4(a1ﬁ4,r + Céﬁm,r) el
C7417B7,+ + S7B17,r e?
XO\_'fZ 417(CsC7Bsr — S55787,+) + s5(a1Bsr + ¢7B17,) e;
_Q17(C755ﬁ5,r + C557ﬁ7,r) + Cs(a1ﬁ5,r + C7,317,r) el
1
> (,31,r + C6q16P6r + 56ﬁ16,r) e?
1
B > (,Bz,r + QIG(_C4C6ﬁ4,T + 5456.36,r) .
o‘7r 5 €;
- 54(a1ﬁ4m + C6ﬁ16,r))
1
5 (,Bs,r - Q16(C654ﬁ4,r + C4S6,B6,r) +Cy (a1ﬁ4,r + C6.816,r)) e;
1
> (,Bl,r + C7q17P7+ + 57.817,r) e?
P 1
X"‘_’fe > (/32,r + Q17(55C7/35,r - 5557ﬁ7,r) + 55(a1ﬁ5,r + C7B17,r)) ed
1
> (/33,r - CI17(C7SSﬁS,r + C557ﬁ7,r) + Cs (a1,35,r + C7ﬁ17,r)) e3
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XO_B; J— XO_BE
Vit =V 0 0 0
. Birei + Bare; + Bares
_ X0‘7310
- r
x 1
XooBo 0 0 0
oV, Bir€1 — 5514a3ﬁ14,rez + §C14a3ﬁ14,re3
XooP XooPo 0
o0y, 1t — Zoy, B1sr€3

3.3 EQUACOES DINAMICAS DE LAGRANGE - MODELO #1

Aplicando a metodologia descrita na se¢do 2.2 e estando auxiliado pelas
equacles apresentadas na secdo A.4 do Apéndice A, podem-se utilizar as
expressdes de velocidades e velocidades angulares deduzidas na secgéo
anterior para escrever a expressao da energia cinética em funcdo das
coordenadas generalizadas e suas derivadas. Sera feita, porém, a seguinte
mudanca de variaveis®: u; =¢; para i =1,..,n, resultando na seguinte

equacao:

K = %(u%lh + 2(”3 (cauty + csus) + up(—sus + 55”5))112 + (u% + u%)lh
+ufyps + uils, + uﬁ(ﬂz} +1q 4 cely + 5§13,3) +usl,,
+ud(pa + Ly + CBlyy +5343) + ulyls +uisls, (14)
+ufo(cials s + stlss + I7,)

+ u%1(¢%316,2 +s%3lg5 + ]8,2))

Nesta equacao, I; ; representa 0 momento de inércia central do corpo B; em

relacdo a um eixo que tem a direcdo j (direcdo de um versor de um dos

® Tal mudanca de varidveis ndo implica em nenhuma alteracdo na metodologia de

equacionamento, nem acresce nenhum sentido fisico adicional aos u; aqui definidos. O
Unico objetivo dessa mudanga de variaveis € uniformizar a notagdo entre as equacdes

dindmicas de Lagrange e Kane.
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sistemas de referencia dentre os definidos na se¢édo 2.6 e solidario a esse

corpo) e as constantes auxliares sao dadas por: y, = %(m2 +2(mz +my +
1 1 1
2me)), Uy = 7 GMz, Uz = ;(mz + 2(my + 2mg)), ps = Za%("h + m, + 4ms),
1
Us = Z(a§m3 +4ly1), He =leo—lo3, U7 =Ip+1Igs Ug=1I55—Is3, o=

Is, + I;,. As massas m; sao definidas na tabela 10.

A expresséo da energia potencial, por sua vez inclui apenas os efeitos do

campo gravitacional, sendo sua expresséao geral dada por:

1
V=—=g(ssa3smz + (sS4 +s:=)a,(m; + m, + 2m
29( 14a3m3 + (54 s)a;(my 2 5) (15)

+ 2(my, + my + 2mg)qs3)

Tabela 10 — Definicdo das massas dos corpos que constituem o mecanismo

Massa Definicao
my Massa dos corpos B; e B,
m, Massa dos corpos Bs € B
ms Massa do paralelogramo B,
my Massa somada do corpo B;, € de um objeto transportado
ms Massa dos corpos B; e B,
me Massa dos corpos B, € Bg

As expressdes de esforcos generalizados envolvem esforgcos de duas
naturezas: os esforcos provenientes de atuadores (Q4) e os esforcos
devidos ao atrito (Qr) de tal forma que Q = Q4 + Qz. A obra de Leech [7]
apresenta uma metodologia simples para a determinacao de Qr quando as
forcas de atrito sdo de natureza linear com relacdo as velocidades e
velocidades angulares relativas entre 0s corpos, como 0 que ocorre neste
estudo. Tal metodologia consiste na definicho da denominada fungéo de

dissipacdo de Rayleigh (D) que é dada pela metade do somatério dos
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produtos das constantes de atrito b; pelo quadrado do modulo da velocidade
(ou velocidade angular) relativa a junta em que ocorre este atrito. Tendo sido
calculada esta funcao, sabe-se que Qr = —dD/dq. Definindo os constantes
de atrito viscoso b; conforme indicado na tabela 11, a expressao da funcéo

de Rayleigh é dada por:

1
R = E (b7u% + bluf + blug + bzué + bzu% + b3u§ + b3u§ + b4u%0 + b4u%1

+ bsu?, + bsu?; + 2bgu?, + bgu?y)

Tabela 11 — Definicdo das constantes de atrito utilizadas no modelo

Constante Definicao
b, Constante de atrito nas juntas rotativas B,B; € ByB,
b, Constante de atrito nas juntas rotativas B;B; e B,B,
bs Constante de atrito nas juntas rotativas B;Bs € B,B;
b, Constante de atrito nas juntas rotativas B, B, € BgBig
bs Constante de atrito nas juntas rotativas BsB; € BgBg
be Constante de atrito nas juntas rotativas do paralelogramo B,
b, Constante de atrito na junta prisméatica ativa B,Bq
bg Constante de atrito na junta prismatica passiva ByB;,

BN

Quanto a matriz coluna Q4, conforme se sabe acerca da disposicdo de
atuadores no mecanismo, apenas existem atuadores na direcdo das
coordenadas g, (atuador translacional), g, e gs (atuadores rotativos), sendo
tais esforcos denotados respectivamente por 7, (forca), 7, e 73 (torques).
Logo, a primeira, a quarta e a quinta linha da matriz coluna Q, s&o dadas

respectivamente por 74, 7, € 13, Sendo as demais linhas identicamente nulas.

Dessa forma, a representacdo matricial das equacdes dindmicas de

Lagrange na forma indicada na equacédo (4) tem as matrizes H e h=h, +

(16)
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h, + h; + h, dadas por (apenas termos ndo-nulos da matriz H, 15 x 15, séo

representados):
Hy; =y Hy 4 = Hypy = —Sylly
Hyp = s Hy 5 = Hs, = S5,
H3 3 = s H3 4 = Hyz = Cyty

Hyy =1I31C¢ + pg + 111 + s¢l33
Hss =115 + py + Ipq + 55143

0
(cquf — csud)u,
(ssuf + ssud)u,
2¢6SeUgUs (31 — I33)
2¢787usuy (Ig1 — Is3)
—CeSeUs (31— 133)

—c7s7u§ (Ia1 — 1a3)
h, = 0

0
2C13812UsoUs2(Is2 — Is3)
2¢13S13Up U3 (lg2 — I63)

2
—C12812Uio(Is2 — Is3)
2
—C13S13UT1 (U2 — 16 3)
0
0

- —bouy ]
0
0
—biu,
—byus
—byue
—byu;
—bszug
—bsug
—bsuy
—bsuy4
—bsuy,
—bsuq;3
—2bgUq4
| —bguys |

H35 = Hs3 = Csl;
H6,6 = 13,2
H7,7 = 14,2

_ 2 2

Hyp10 = Is2C12 + 812053 + 17,
_ 2 2

Hyy11 = lg €13 + S13l63 + I

0
0
gm, + my + 2my)

Egc4a1(m1 + m, + 2ms)

1
Egcsal(ml + m, + 2ms)
0

SO OO O OO

1
—(gcCqaa
2914 3M;3

0

75 oos

I
S OO OO OO O OO

H12,12 = 15,1
H13,13 = 16,1
His14 = Us

(17)

(18)
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3.4 EQUACOES DINAMICAS DE KANE — MODELO #1

Para a utilizacdo desta metodologia, as velocidades generalizadas serao
definidas de maneira trivial, ou seja, serd considerado que u; = g; para
i =1,..,n. Utilizando as expressdes das acelera¢gbes dos centros de massa
e aceleracdes angulares dos corpos que podem ser obtidas a partir do que
foi apresentado e discutido na secdo 3.2, além da descricdo de metodologia
da secao 2.3 e das expressOes apresentadas na secao A.5 do Apéndice A,
obtém-se a equacdo (21) para a determinacdo das forcas de inércia

generalizadas nao-holonémicas (r = 1, 2, 3).

Além disso, considerando que os esfor¢cos de atuadores sejam dados por
F, =1,e), T, = 1,e% e T: = —13€?, e calculando as forcas peso de todos o0s
Ny corpos, bem como as forgas e torques de atrito como sendo linearmente
proporcionais as velocidades relativas entre os N; pontos em contato e as
velocidades angulares relativas entre os Ny corpos em rotacdo relativa,
obtém-se que as forcas ativas generalizadas (r=1,2,3) podem ser

calculadas por meio de uma expressao da forma:

Np NR
F = z (‘_’fi : mBigeg) + z ((‘T’fi - ‘T’ii) : (_bR,iyini))
i=1 i=1

(19)

+Z ((Vfi — ®2%) - (—bT,ijiQi)) +V2F @ Ty + 7 - T

i=1

Substituindo as expressdes de velocidades parciais e velocidades angulares

parciais ndo-holonémicas, obtém-se a seguinte expressao:
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E = —bsus 1y + T1P1r + T2Par + T3Psyr — by (u4,34,r + u5,85,r)
— b, ((u4 + Us)Psr + UsPer t+ u7ﬁ7,r)
+ b3(_usﬁs,r - u9ﬁ9,r) - b4(u10310,r + unﬁn,r)

— bs ((c13u10 + 2”11)311,r + u12,812,r + u13,813,r)
(20)
- 2b6u14,314,r

1
+ zg (2(m4 + 2m6)ﬁ3,r +a,;(m; + ZmS)(C4,84,r + C5,85,r)

+m, (2,33,r +a, (C4ﬁ4,r + Csﬁs,r)) + C14a3m3ﬁ14,r)

— bguysfys,r

Além disso, também tem-se que:

_ 1 ) ) . .
= 2 (—4mawy By — 4(my + 2mg) (Wi By + UpPor + UsPs,) — af(my

+ 4ms) (UaBar + UsPs,) — MaQuafrr + 2(Uzf2,
+Usf3,) + aF (UaBar + UsPsr) — A1 (Sa(Uafor + UGPs,
+ UpBar) + C4a(UiBor — UsPar — UsPar) + Ss(—UsBoy
+uéBsy — Uzfsy) — Cs(UEBay + UsBzr + UsPs ;)

+ 4(—uePerlz2 + CeSeUs QUgBsr — UaPer) (31 — I33)

— UgBar (1 + 131+ 5E(=I31 +133)) = Usfrrls,

+ ¢787Us (U7 s — UsBrr) (a1 — I43) — UsPsr(lzn + Las
+55(=la1 +143)) = WizPrarlsy + C12512U10(RU12B10r
—U10B12,)Us2 — Is3) — WiaBiarles + C13S13Us (RUszfiry
— U1 B137) sz — lg3) + tioBror (=152 + 572 (Is 2 — Is3)
—I72) + U111 (e + 5T3(s2 — Ig3) — Ig2))

— UyaPrar(@ims + 4ly,))

(21)

Com essas expressdes podem-se escrever as matrizes H e h=h; + h, +
h; + h;, da forma matricial das equacdes de Kane indicada nas equacdes (6)

e (7), com os y; definidos como nas equacdes dindmicas de Lagrange:
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Hyy = =111y

Hy, = pa(SaPar — SsPsr) — UsBar

Hy3 = =5 (Cafay + CsBsyr) — U3Bayr

Hy 4 = Uz (SaBoy — CaBsr) — Bar(s8(Is3 = I31) + Iia + Is1 + 11a)
Hys = =t (CsBsr + SsBor) = Bsr(55(laz = La1) + Ipy + Laq + iha)
Hye = —132P6r

Hy7 = =142 Brr

Hy.g=0 (22)
H.g=0

Hy 10 = ,310,r(5%2(15,2 - 15,3) —I5, — 17,2)

Hy 11 = ,311,r(5%3(16,2 - 16,3) —lgo — 18,2)

Hy 12 = =Is1B12r

Hy 13 = —lg1Pi3r

Hy 14 = _ﬂ5,314,r
Hy15=10

1
hi = Z(—aﬂnz ((C4ui — csuf)Por + (squf + 55u§)133,r)

-4 (C6S6u4(2u6ﬁ4,r - u4,36,r)(13,1 - 13,3)
+ C7S7Us (2u7ﬁs,r - usﬁ7,r)(14,1 - 14,3)

+ C12512u1o(2u12,310,r - u10ﬁ12,r)(15,2 - 15,3) (23)

+ C13513u11(2u13ﬁ11,r - ull,BlB,r)(IG,Z - 16,3)))

1
hy,=— Eg(Z(m4 + 2mg)f3, + a;(my + 2ms)(Cafar + CsPsy)

+ my(2P3, + a;1(Cafay + CsPsr)) + C14a3M3P14,)
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hgy = byu By + by (u4ﬁ4,r + uSﬁS,r)
+ b, ((u4 + us)Ps,r + UsPor + u7ﬁ7,r)
- b3(_usﬁs,r - u9ﬁ9,r) + b4(u1oﬁlo,r + ullﬁll,r)
+ bs ((c13u10 + 2ug1) P11y + UazPrar + u13ﬁ13,r)

+ 2buy4f14y + bglUysPys,y

(23)

har = —T1B1yr — T2Par — T3Psr

3.5 PARAMETROS FiSICOS DO MECANISMO

Os parametros geométricos fazem parte do projeto do mecanismo (sendo
que os parametros referentes a cadeia PPaP puderam inclusive ser aferidos

no prototipo construido), sendo listados na tabela 13.

As massas dos componentes do paralelogramo, corpo B,, foram obtidos a
partir de medi¢cdes em balanca de pratos das partes apés o desmonte desta

peca. Os valores de massa aferidos sdo indicados na tabela 12.

Tabela 12 — Medi¢Bes de massa dos componentes do paralelogramo

Item Massa ()
Plataforma superior 233,0
Plataforma inferior 176,7
Mancais de rolamento (8 unidades) 116,2
Lateral esquerda 136,9
Lateral direita 137,2
Parafusos principais com arruela (4 unidades) 19,2
Parafusos secundarios com arruelas (16 unidades) 9,2

Total 828.,4
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Considerando uma proporcionalidade entre a massa do paralelogramo e
suas dimensfes caracteristicas, e considerando que a proporcionalidade
seja aproximadamente mantida para as demais pecas, considera-se que
cada peca com formato de barra (B;, B,, Bs € Bg) possuem uma densidade
linear de massa de 1 g/mm, ao passo que as pecas de formato pontual (Bs,
B,, B; e Bg) sdo supostas como tendo 100 g cada aproximadamente. O
orgao terminal, junto ao qual se considera uma massa carregada de cerca
de 1,0 kg, pode ser suposto como tendo uma massa total de 1,4 kg. Dessa
forma, tem-se os resultados mostrados na tabela 13, que serdo os

efetivamente adotados nas simulacdes realizadas.

Tabela 13 — Parametros de geometria e de inércia utilizados no modelo

Geometria  Dimensdo (mm) | Inércia Massa (Q)
a 350 my 300
a, 300 m, 400
a, 400 ms 830
as 400 my 1400
ay 150 msg 100
meg 100

O experimento para a determinacdo do atrito nas juntas rotativas do
paralelogramo consistiu ha demarcacdo de dois pontos de referéncia em
relacdo a posicado de equilibrio dessa cadeia quando livre (situacdo na qual
se comporta como um péndulo, conforme descrito na se¢éo 2.7). O primeiro
deles, que era o ponto de inicio do experimento, foi 0 mesmo para todos os
ensaios, correspondendo a posicdo em que o paralelogramo encontrava-se
rente & extremidade externa da estrutura do mecanismo. Este ponto
encontrava-se a uma distancia horizontal de 350 mm da posicao de
equilibrio. Outros pontos de referéncia foram demarcados a 250 mm, 200
mm, 150 mm e 100 mm da posi¢cdo de equilibrio. O procedimento foi

realizado da seguinte maneira: o mecanismo era conduzido até a primeira



59

referéncia (correspondente & maxima energia potencial gravitacional) e era
solto, permitindo sua oscilagdo livre e contando o tempo até que o
mecanismo n&do mais conseguisse passar pela segunda posicdo de
referéncia (correspondente a uma energia potencial gravitacional menor). Os

resultados desses experimentos sdo mostrados na tabela 14.

Tabela 14 — Resultados do experimento para a determinacéo do atrito nas juntas rotativas

do paralelogramo

Distéancia horizontal Distéancia horizontal
o Tempo (s) o Tempo (s)
do equilibrio (mm) do equilibrio (mm)
100 29 150 21
100 28 200 15
150 21 200 15
150 21 250 9
150 21 250 10
150 22

Considerando que esse péndulo fosse regido por uma equacédo dinamica
linear de segunda ordem em ¢, onde ¢ € o angulo formado pela linha que
liga o ponto fixo ao centro de massa do péndulo com a vertical, sabe-se da
teoria de vibracbes mecanicas (vide Den Hartog, [10]) que a razdo entre as
amplitudes de ¢ em um dado instante e decorrido um tempo t se relaciona
com o coeficiente de amortecimento ¢ (fracdo do amortecimento critico do
sistema) por meio da seguinte equacdo: ¢ = In(®,/Py)/(w,t). Como o
sistema é um péndulo, sua frequéncia natural pode ser dada por: w, =+/g/l,
onde [ é a distédncia do centro de massa ao ponto fixo do péndulo.
Considera-se que [ = a;/2 e que além disso ¢ = arcsin(dy/as), onde dy € a
distancia horizontal da extremidade inferior do péndulo com relacdo a
vertical do equilibrio. Assim, pode-se fazer um grafico de In(®,/Py) em
funcdo de t, que se prevé que seja uma reta, conforme mostrado no grafico

1. Neste gréfico, observa-se que a regressao linear dessas grandezas
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permite estimar w,{ = 0,0489 s’ e como w, = 7,004 rad/s, entdo, adota-

se que { = 6,98.10. Finalmente como bcrir = 2151wy, € conforme citado na

secdo 2.7, I, pode ser estimado a partir do fato de que o paralelogramo
seja formado por barras, entdo, Iy, = 1,937.107 kg.m?, 1090 bcgir =

0,2713 N.m.s/rad e b=ZbCR,T=1,89.1O'3 N.m.s/rad. Tal valor de b
calculado equivale ao dobro de b, conforme observado nas equacdes
dindmicas de Lagrange e de Kane (vide secbes O e 3.4). Dessa forma,
adotam-se os parametros de atrito conforme indicado na tabela 17.

Experimento para determinacdo de atrito nas juntas rotativas

x X

1,4
1,2 ’/

Logaritmo natural darazéo de amplitudes

0.6
x/Sc/
0.4
y=0,0489x

0.2 R==0,9899

0.0 |

0.0 5.0 10,0 15,0 20,0 250 30,0 35,0
Tempototal do experimento
% Pontos Experimentais  —Linear (Pontos Experimentais)

Gréfico 1 — Resultados do experimento para a determinagdo do atrito nas juntas rotativas do

paralelogramo

Para a realizacdo dos experimentos para a determinagdo da constante de
atrito da junta prismatica ativa, conforme descrito na sec¢do 2.7,
primeiramente é necessario promover a calibracdo dos instrumentos de
medicao de forca (célula de carga em S) e de posicéo (LVDT), para que os
valores gravados das leituras desses instrumentos (dados em volts) possam

ser devidamente convertidos para unidades de medida reais das grandezas
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aferidas. Os resultados dos ensaios de calibragcdo sédo mostrados na tabela

15 e devidamente indicados no gréfico 2 e no gréafico 3.

Apos esse procedimento de calibracéo, o aparato experimental foi montado
conforme indicado na figura 7 (vide secdo 2.7) e foram realizados
procedimentos nos quais era imposto um movimento translacional a cadeia e
ambos o0s sensores enviavam dados de medicdo (1000 medicbes por
segundo) ao computador, sendo gravados em arquivos de texto (.txt) por
meio do programa DaqView. Foram realizados 13 procedimentos como este.
Os dados entdo foram importados para o programa Microsoft Office Excel
2007, onde foram construidos graficos com os dados aferidos, conforme

exemplificado pelo grafico 4.

Tabela 15 — Pontos experimentais obtidos nos ensaios de calibragéo do LVDT e da célula

de carga
LVDT Célulade cargaem S
Posicdo (mm) Leitura (V) Forca (N) Leitura (V)
0 0,00 0,00 -0,22
10 0,05 0,79 0,24
20 0,15 1,10 0,3
30 0,25 1,50 0,48
50 0,46 1,92 0,6
100 0,96 2,34 0,67
150 1,47 3,04 0,89
210 1,97 3,89 1,11
250 2,48 5,02 1,41
300 2,99
350 3,50
400 4,01
450 4,54
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Ensaio para calibragdo do LVDT

5,00
3
4,00
3,00 y=0,0101x-0,0515
R?2=0,9995

2,00 X

1,00

0,00

-1,00

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Deslocamento (mm)
% Leitura (V) —Linear (Leitura (V))
Gréfico 2 — Resultados do ensaio experimental para a calibragéo do LVDT
Ensaio para calibragdo da célula de carga em $

1,6

1,4 3

12 T y=0,2768x +0,0343

] / R?=0,9961

N / =
o /
v <
0,2 {

0

0,00 1,00 2,00 3.00 4,00 5,00 6,00
Forca (N)
X Leitura (V) —Linear (Leitura (V)

Gréfico 3 — Resultados do ensaio experimental para a calibragéo da célula de carga
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Ensaio 3 para a determina¢cdo da constante de atrito da junta
prismdatica ativa

50

4,5 =~

y =-1,2027x + 5,3094

3,5 ~
2o \ R2=0,9998
n \\
2,0 N
—

Medidas (V)
o]
w

NS

1,0 — .._\
B \
0,5 S —

0.0
0 1 2 3 4 5 6
Tempo (s)
—Célula de carga (variagdo) ==Célula de carga (média) —LVDT ==LVDT (linear)

Gréfico 4 — Resultado de um dos ensaios para a determinacéo da constante de atrito da

junta prismética ativa

Com esses graficos, foi possivel realizar a verificacdo dos trechos nos quais
a velocidade do deslocamento era aproximadamente constante. Com isso,
para cada ensaio, foram tracadas linhas de tendéncia lineares para a leitura
do LVDT e constante (média dos valores no intervalo) para a leitura da
variacdo de tensdo na célula de carga’. Dessa forma, para o gréfico
exemplificado  tem-se:  |AVyypr/At] =1,203 V/s e |AVgg | = 1,10 V.
Sabendo do grafico 2, que a relacéo de calibracédo entre variacdes de tenséo
e variacdes de deslocamento no LVDT vale 0,0101 V/mm e do grafico 3, que
a relacdo de calibragdo entre variacdes de tenséo e variacdes de forca na
célula de carga vale 0,2768 V/IN, obtém-se que o valor de forca em funcéo

" A leitura da célula de carga é fornecida em termos de variacdo de tensao pelo fato de que
0 instrumento utlizado ndo possuia um dispositivo apropriado para fazer coincidir
precisamente a leitura nula (em volts) com a medida de forca efetivamente nula. Por isso a
medicao de forca é efetivamente a variacao da leitura em relagdo ao valor indicado quando

os esforgos sdo nulos.
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da velocidade encontrado para este ensaio vale 3,98 N para uma velocidade
de 0,12 m/s. O mesmo procedimento € repetido para os demais ensaios,
sendo os resultados apresentados na tabela 16 e devidamente indicados no

gréfico 5.

Tabela 16 — Resultado dos ensaios para a determinacdo da constante de atrito da junta

prismética ativa

Velocidade (m/s) Forca (N) | Velocidade (m/s) Forca (N)

0,04 1,23 0,30 6,07
0,04 0,71 0,47 7,81
0,12 3,98 0,61 9,26
0,10 4,81 0,82 9,63
0,17 5,18 0,60 8,41
0,18 4,51 0,03 0,53
0,30 6,24

Nota-se que o ajuste de atrito linear ndo deve ser o melhor para os pontos
experimentais aferidos, dado que o formato da curva de tendéncia parece
ser outro. Mesmo assim, por questdes de simplicidade do modelo, o
comportamento linear do atrito serd mantido, sendo adotado o valor de 15

N.s/m como constante de atrito desta junta.

Dessa maneira, por meio da metodologia descrita na secao 2.7, pode-se
estender os resultados dos parametros de atrito obtidos para o restante das
juntas do mecanismo (ainda ndo existentes no protétipo), conforme indicado

na tabela 17.

No caso do modelo #2 ainda s&o relevantes os parametros de elasticidade
gue serdo denotados por k, e k,, correspondendo respectivamente as molas
equivalentes colocadas entre os pontos P;, P e P,, P,, respectivamente.
Novamente é suposta simetria sendo, portanto, k; = k, = 3EI,/a3, onde

E = 210 GPa € o moédulo de elasticidade do material que compde as barras
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(suposto com sendo aco), I, € o momento de inércia de area na direcao

transversal & deformacao, considerado como sendo igual ao de uma secao

4
circular de raio igual a 5 mm, ou seja, I; = 7. (5.10‘4m) /4= 4,91.10"m4, e

portanto, k; = k, = 11450 N/m.

Tabela 17 — Valores dos coeficientes de atrito utilizados nas simulagfes

Constante de Valor Constante de Valor
atrito (N.m.s/rad) atrito (N.s/m)
b, 0,010 b, 15
b, 0,001 be 15
bs 0,001
b, 0,001
bs 0,001
bg 0,001

Resultado dos ensaios para a determina¢do da constante de
atrito da junta prismdatica ativa

14
v /"
= 10 >¢/// X
2 8 - A(
5 A~
@
T ¢ X
o] X /
o X %
S 4 x //
2 B y=15191x |
V/ R?= 0,6587
0 |
0 0.1 0,2 0.3 0,4 0,5 0,6 0,7 0.8 0,9
Velocidade (m/s)
® Forca de atrito (N) —rForca (N) X Velocidade (m/s) - Linear

Gréfico 5 — Resultado dos ensaios para a determinacao da constante de atrito da junta

prisméatica ativa
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3.6 SIMULACOES NUMERICAS DE DINAMICA INVERSA — MODELO
#1

Conforme explicado nas secgbes 2.2 e 2.3 uma possivel utilizacdo das
equacdes dinamicas € calcular os esfor¢cos dos atuadores necessarios para
a realizacdo de uma determinada trajetéria do mecanismo a partir do
conhecimento do histérico temporal completo desta trajetéria, simulacéo
denominada de dindmica inversa. As principais utilizacdes dessa simulacéo
se referem a necessidade de estimar os valores dos esfor¢cos necessérios
para a realizagdo de um movimento, verificando se 0sS mesmos Ss&o
compativeis com o0s atuadores que estdo sendo utilizados (deve ser
verificado tanto se ndo ocorre saturacdo do atuador quanto se a taxa de
variacdo temporal dos esforcos é viabilizada por esse atuador), e inclusive
utilizando-os como valores de referéncia para a sintese de um sistema de

controle para o mecanismo.

A titulo de exemplo serdo utilizadas nas simulacdes numéricas, cujos
resultados serdo apresentados nessa secao, trajetérias retilineas para o
orgdo terminal do mecanismo. Sem perda de generalidade, o instante inicial
do movimento sera designado por t =t, e o instante final do movimento
sera denotado por t = t,. Ainda, deseja-se que tanto no inicio como no final
do movimento as velocidades e aceleracbes do mecanismo sejam nulas,
preservando assim a continuidade destas, mantendo certa suavidade no
movimento. Tais condicGes ficam satisfeitas se, por exemplo, for adotado

0(t) = [q:(t) q.(t) q3(t)] tendo a seguinte expressao:

8(t) = 8(t,) + (8(t)) — B(to)) ( =t 1 gn <2n tt — b )) (24)

tl_tO 27T 1_t0

De fato, tal equacdo € uma forma paramétrica da equacao de uma reta que
passa pelos pontos 0(t,) e 0(t;) e ainda suas derivadas temporais primeira
e segunda sdo nulas para t=t, e t=t,;. Portanto, nas simulacdes

apresentadas a seguir, sera utilizado 0(t) na forma dada em (24).
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Serdo propostas algumas trajetérias para simulacdo satisfazendo as
condicbes das equacdes (24), todas com t; —t, = 0,5 s. Os valores das
coordenadas nos instantes inicial e final de cada simulacdo s&o

apresentados na tabela 18.

Tabela 18 — Pontos iniciais e finais das trajetérias utilizadas nas simulacfes

. L, . tO t1
Trajetorias

g1 (mm) g, (mm) gz (Mm) | g (mm) g, (Mm) g5 (Mm)

0 0 0 450 200 -50 300
1 0 0 450 200 0 450
2 0 0 450 0 100 450
3 0 0 450 0 0 600

Construindo para a simulacdo uma rotina, cujas principais caracteristicas
sao descritas no Apéndice B, pode-se utilizar as equacdes vinculares para a
determinacdo do histérico temporal de todas as coordenadas do sistema e
de suas derivadas temporais primeiras e segundas a partir do conhecimento
de 0O(t) somente (vide secdo A.3 do Apéndice A para maiores
detalhamentos) e aplicando tais histéricos de coordenadas e de suas
derivadas as equacdes dinamicas de Lagrange (secéo 0) ou de Kane (secao
3.4), obtém-se os histdricos temporais dos esforcos dos atuadores através

das metodologias descritas respectivamente nas sec¢des 2.2 e 2.3.

Realizado este procedimento, sdo obtidos os resultados apresentados nos
graficos seguintes. Nota: simulagdo A0, por exemplo, indica que foi realizada
uma simulagcéo do tipo A (vide secado 2.5 e figura 4) com a trajetoria 0 da
tabela 18.
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Coordenadas do érgao terminal do mecanismo
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Gréfico 6 — Simulacdo AO: Coordenadas do 6rgéo terminal do mecanismo

Velocidades do 6rgéo terminal do mecanismo

Tempo [s]

Gréfico 7 — Simulacdo AO: Velocidades do 6rgdo terminal do mecanismo
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Aceleracdes do 6rgado terminal do mecanismo

Tempo [s]

Gréfico 8 — Simulacdo AO: Aceleracdes do 6rgdo terminal do mecanismo
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Grafico 9 — Simulacao AO: Coordenadas g, € g5
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Segundas derivadas temporais das coordenadas [rad/s?]
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Gréfico 10 — Simulacéo AO: Coordenadas q, e gs (primeiras derivadas temporais)

Tempo [s]

Gréfico 11 — Simulagé@o AO: Coordenadas q, € gs (segundas derivadas temporais)
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Gréfico 12 — Simulag¢é@o AO: Coordenadas g € q;
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Gréfico 13 — Simulagéo AO0: Coordenadas g € q; (primeiras derivadas temporais)
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Gréfico 14 — Simulacé@o AO0: Coordenadas g, € g, (segundas derivadas temporais)
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Gréfico 15 — Simulacédo AO: Coordenadas gg € qq
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Gréfico 16 — Simulacdo AO: Coordenadas qg € q4 (primeiras derivadas temporais)

Tempo [s]

Gréfico 17 — Simulacédo AO: Coordenadas qg € g4 (Segundas derivadas temporais)
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Gréfico 18 — Simulag¢é@o AO: Coordenadas g, € q11
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Gréfico 19 — Simulagé@o AO: Coordenadas q,, € q,; (primeiras derivadas temporais)
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Gréfico 20 — Simulacdo AO: Coordenadas q,, € q,; (Segundas derivadas temporais)

Tempo [s]

Gréfico 21 — Simulacéo AO: Coordenadas q;, € q;3
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Derivadas temporais das coordenadas [rad/s]
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Gréfico 22 — Simulacéo AO: Coordenadas q;, € g3 (primeiras derivadas temporais)

Segundas derivadas temporais das coordenadas [rad/s?]
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Gréfico 23 — Simulacéo AO: Coordenadas g, € q,3 (segundas derivadas temporais)
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Gréfico 24 — Simulag¢éo AO: Coordenada q,,
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Gréfico 25 — Simulagédo AO: Coordenada q,, (primeira derivada temporal)
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Segundas derivadas temporais das coordenadas [rad/s?]
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Gréfico 26 — Simulac¢é@o AO: Coordenada q,, (segunda derivada temporal)
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Grafico 27 — Simulacdo AO: Coordenada ¢
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Gréfico 28 — Simulag¢édo AO: Coordenada q,s (primeira derivada temporal)

Tempo [s]

Gréfico 29 — Simulacéo A0: Coordenada q,s (segunda derivada temporal)
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Esforcos na junta prismatica ativa

T1N]
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Gréfico 30 — Simulagéo AO: For¢as 7, no atuador da junta prismética (Lagrange e Kane)

Esfor¢cos nas juntas rotativas ativas
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Gréfico 31 — Simulagéo AO: Torques 7, e 73 nos atuadores das juntas rotativas (Lagrange e

Kane)
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Gréfico 32 — Simulac¢é@o Al: Coordenadas do 6rgéo terminal do mecanismo
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Gréfico 33 — Simulagéo Al: Forgas 1, no atuador da junta prismatica (Lagrange e Kane)
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Gréfico 34 — Simulagéo Al: Torques 1, € T3 nos atuadores das juntas rotativas (Lagrange e

q1, 92, q3 [mm]

Kane)
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Gréfico 35 — Simulacédo A2: Coordenadas do 6rgéo terminal do mecanismo
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Esforcos na junta prismatica ativa
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Gréfico 36 — Simulacéo A2: For¢as 7, no atuador da junta prismética (Lagrange e Kane)

Esforcos nas juntas rotativas ativas
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Gréfico 37 — Simulagédo A2: Torques T, e 73 hos atuadores das juntas rotativas (Lagrange e

Kane)
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Coordenadas do 6rg&o terminal do mecanismo
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Gréfico 38 — Simulacé@o A3: Coordenadas do 6érgéo terminal do mecanismo
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Gréfico 39 — Simulacéo A3: For¢as 7, no atuador da junta prismatica (Lagrange e Kane)
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Esforcos nas juntas rotativas ativas

T2, T3 [N.m]

Tempo [s]

Gréfico 40 — Simulagéo A3: Torques 1, e T3 nos atuadores das juntas rotativas (Lagrange e

Kane)

3.7 SIMULACOES NUMERICAS DE DINAMICA DIRETA — MODELO #1

Conforme explicado nas secbes 2.2 e 2.3, outra possivel utilizacdo das
equacdes dindmicas de um modelo € a realizacdo de simula¢gBes dinamicas
diretas, onde para um dado histérico temporal de esfor¢cos dos atuadores
sdo obtidos os histéricos temporais completos de todas as coordenadas do
sistema e de suas derivadas temporais. Este procedimento, contudo, exige
integracdo das equacOes dinamicas, havendo em primeiro lugar a
necessidade de desenvolver um algoritmo que produza resultados

adequados (vide Apéndice B).

Como a secdo anterior apresenta resultados de histéricos temporais de
esforcos associados a trajetérias previamente determinadas, uma maneira
adequada de testar a viabilidade do integrador numérico de Runge-Kutta de

quarta ordem adotado, consiste em adotar para as simulagbes do tipo A
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(modelo #1 com atritos de juntas despreziveis) como esfor¢os de atuadores,
os proprios esforcos obtidos para as simulacgdes inversas correspondentes
as trajetérias 0, 1, 2 e 3 (vide tabela 18), verificando assim se a rotina
adotada é capaz de reproduzir as trajetorias pré-determinadas. Ainda, a fim
de verificar a influéncia do atrito na dinamica desse mecanismo, existe a
possibilidade de se realizar simulacdes do tipo B (com o modelo #1 e atrito
de juntas considerado) com os esforcos de entrada sendo considerados
iguais aos das simulacdes inversas A correspondentes, apresentadas na
secdo anterior. Com isso, verifica-se a partir do desvio observado entre os
resultados obtidos e as trajetérias previstas quando se despreza o atrito,
verifica-se o quanto o atrito € influente na dinAmica do mecanismo (ou seja,
0 quéo importante é a inclusdo do mesmo no modelo). Os resultados séo
apresentados nos gréaficos seguintes, tendo sido obtidos por meio da
integracdo das equagdes dindmicas de Kane. Os resultados obtidos pela
integracdo das equacdes dinamicas de Lagrange sdo omitidos pelo fato de

serem idénticos aos resultados obtidos pela metodologia de Kane, com

diferencas entre os resultados na ordem de grandeza da 107" mm.

Dos resultados apresentados, cabe comentar acerca de dois fatos
relevantes. O primeiro deles reside no fato de que o integrador tem
capacidade de produzir resultados excelentes, reproduzindo com preciséo
as trajetorias pré-estabelecidas quando as simulacdes inversas foram
realizadas para a obtencdo dos esforcos. Dessa forma a rotina construida
fornece resultados dentro do esperado, satisfazendo todas as condicdes
comentadas no Apéndice B. O segundo fato refere-se a grande relevancia
dos efeitos de atrito na dindmica do mecanismo, dado que as trajetorias
observadas quando se inclui o atrito nas juntas é bastante distinta da
trajetdria obtida na simulacédo que né&o inclui tais efeitos, quando se compara
ambas simulacdes para os mesmos esfor¢os de atuadores aplicados. Dessa
maneira, um sistema de controle para esse mecanismo seria melhor
projetado se o0 modelo do mesmo incluisse o atrito nas juntas, pois 0 mesmo

é extremamente relevante na dindmica desse sistema.
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Gréfico 41 — Simulagé@o AO: Coordenadas do movimento do 6rgéo terminal do mecanismo
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Gréfico 42 — Simulagéo BO: Coordenadas do movimento do 6rgéo terminal do mecanismo
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Gréfico 43 — Simulagéo AO: Velocidades do 6rgéo terminal do mecanismo
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Gréfico 44 — Simulagéo BO: Velocidades do 6rgéo terminal do mecanismo
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Gréfico 46 — Simulagéo BO: Aceleragdes do 6rgdo terminal do mecanismo
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Gréfico 47 — Simulagéo Al: Coordenadas do movimento do 6rgéo terminal do mecanismo
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Gréfico 48 — Simulagéo B1: Coordenadas do movimento do 6rgéo terminal do mecanismo



91

Coordenadas do ¢érgéo terminal do mecanismo

450

400

350

300

250

200

q1, 92, g3 [mm]

150—

100—

Tempo [s]

Gréfico 49 — Simulagé@o A2: Coordenadas do movimento do 6rgéo terminal do mecanismo
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Gréfico 50 — Simulagéo B2: Coordenadas do movimento do 6rgéo terminal do mecanismo
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Coordenadas do érgao terminal do mecanismo
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Gréfico 51 — Simulagé@o A3: Coordenadas do movimento do 6rgéo terminal do mecanismo

Coordenadas do 6rgao terminal do mecanismo

H e
' ]
e
amman H

q1, 92, q3 [mm]

Tempo [s]

Gréfico 52 — Simulagéo B3: Coordenadas do movimento do 6rgéo terminal do mecanismo
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3.8 EQUACOES DINAMICAS LINEARIZADAS — MODELO #1

Aplicando a metodologia de linearizacdo descrita na se¢ao 2.8 as equacdes
dindmicas de Lagrange apresentadas na secdo 0, obtém-se as seguintes
relagdes (nas quais os f; ; sdo todos calculados para q = q*) que fornecem
os termos gerais das matrizes M, B, X, F e E* da forma apresentada na

equacao (11):

My s = 1P1rPrs + U3(B2rBas + B3rB3s) + UsBrarBias + BerPe,sls,
+ B7:B7slaz + Br2rPi2,sIs1 + PizrPizsles + BarBas(ta
+ I +151((c6)™)? + I35((56))%) + Bs B, (s + 121
+1,,1((c)*)? + L,3((57))?) + BiosBro,s (7,2
+ I55((c12))? + 15 3((512))?)
+ ,311,rﬁ11,s(18,2 +12((c13)")* + 16,3((513)*)2)

(25)

Bys = byByrBus + b1(BarBas + BsrBss) + b2(BerBes + BrrBrs)
+ b3(Be,rBe,s + BorBos) + ba(BrorBros + BiirBirs)
+ bs(Br2sBizs + BisrBizs) + 2bsBrarBias + bgBisrBis,s
+ (BasBor — BarBes)Is1 — 133)(c6)" (s6) " (a)* (26)
+ (Bs,sB7r = BsrBrs)(aq — 1a3)(c7)"(57)* (us)”
+ (BrosBizr — BrorBizs)(Is 2 — Is3) (12) " (512) (u10)*
+ (Bi1,sPizr — BiirBuss)Ts 2 — I63) (c13) " (513)* (ug1)*

Krs = =BorBo,s(133((c))* + 131((s6))?) (ua)")?
= Br:B7,5s(La3((c7))? + 14,1 ((57))?) (us))?
= Br2,P12,s(Is3((c12))? + I52((512))?) (10))?
= P13 P35 (le3((c13))? + 162 ((513))?) (ws1))?

(27)



94

F = %(ZQmZB&r + 2gmafsr + 4gMePsr + gazmsPrar(cra)”
— 2b7B1r(u1)* = 2b1 By r(Ua)™ — 212 Bar(S4)" (uz) " (uy)”
+2B67 (=131 + I33)(c6)"(56)" ((ua))?
+ Bar(ca)"(gas (my +my + 2ms) — 20, (uz)* (ua)”)
— 2b1 s (Us)" — 225 1 (55)" (uz)" (us)”
+ 287 (=la1 + 143)(c7)"(57)" ((us)")?
+ Bsr(Cs)"(gar (my +my + 2ms) + 241 (u)" (u5)") (28)
- sz(ﬁe,r(ue)* + ﬁ7,r(u7)*) — 2b3 (ﬁs,r(us)* + ﬁ9,r(u9)*)
+2B127(=Is2 + Is3) (c12)* (512)" ((u10)*)?
+2B137(=I62 + I3) (c13)* (513)" ((u11)*)?
- 2b4(,310_r(u10)* + ﬁn,r(un)*)
— 2bs(Br2r(Ui2)" + Brzr(ui3)*) — 4bgBray (urs)’
- 2b8.815,r(u15)*)

E; = [ﬁl,r ﬁ4,r ﬁs,r] (29)

Aplicando o procedimento da secao 2.8 as equacgfes dinamicas de Kane
apresentadas na secdo 3.4, obtém-se as seguintes expressdes para 0S

termos gerais das matrizes:

Mr,s = Uy ((C4)* (_(ﬁ4,rﬁ3,s + ﬁ3,rﬁ4-,s)) - (CS)*(ﬁS,rB&s + ﬁ3,rﬁ5,s)

+ (54)*(ﬁ4,rﬁ2,s + ﬁz,rﬁzl,s) - (SS)*(ﬁS,rﬁz,s + BZ,rﬁS,s))

- ﬁ4,rﬁ4,s(((56)*)2(13,3 - 13,1) +1,+1,+ H4)

- ﬁs,rﬁs,s(((57)*)2(14,3 - 14,1) +1+ 1, + li4) (30)
- ﬁ1o,r(((512)*)215,3 —(((s12))* = D5, + 17,2),310,5

- ﬁ11,r(((513)*)216,3 — (((513)")* = D + 18,2),311,5

— 2B6rBes = 142B7,B7s — Is1B12+P12,s — ls1B13rP1zs

— U1 B1Brs — U3 (/32,r32,s + 33,rﬁ3,s) — UsPrarPias
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1
B, = Z (—4195 (.811,7‘(((:13)*.810,5 + 2511,5) + B12,rP12,s + .813,rﬁ13,s)

— 4b7 By 1B, — 4b1(BarBus + BsrPBsys)

— 4by(Bsr(Bas + Bs,s) + BorBes + BrrBrs)

— 4bs(Bs,-Bss + PorBos) = 4ba(BrorBros + Pi1rBiss)

— 8beP1arBras — 4bsPusrBis,s

+8(ce)"(56) (3,1 — 13,3) (ua) " (BarBos — BorBus)

+ ()" BarPas)

+8(c7)* (57" (lag = 1a3) ((us) " (Bs,-B7,s — B7.rBs.s) (31)
+ (u7)"Bs.rBs.s)

+4(c12)"(512)"(Is 2 = I5.3) (2(10) " (Bros Brzs — PrzrBros)
+ 2(u12)"BroP1os)

+4(c13)"(513) (Is.2 = 163) (2(11) " (BrarBrzs — PisrPivs)
+ 2(u13) Br1Puus)

+ 8u, ((u4)*ﬁ4,s((c4)*ﬁ2,r + (54)*/33,r)
+ (us) Bss((55) Bsp = (c)"Bar) ) )
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1
:Kr,s = E (al(_g)(ml + st)((s4)*ﬁ4,rﬁ4,s + (55)*.35,1”.85,5)

+ azg(s14)" (s — 1) PrarPias

+ 2135 (bs(513)" (10) " Buar

+ 2((51)7)? = D) (Ioz = Ies) (1) Busr

— 2(u13) Bur,r))

+ 215 (s () )2 ((e5)" By + (55" o) — 29(55)" Bsr)
+(e4) (@))?BarBas — (58) Bas(20Bar + (e))2Bs1))

+2(2((s6))? = D(Wa)"(I3.1 — 133) Bo,s(a) B r
—2(ug)*Par)

+2(2((s7))")? = D (us) (Io1 — La3)B7,5((us)*Br s

= 2(uz)"Bs,)

+2(2((s12))? = D (w10)*(Is 2 — Is 3) Br2s(10) " Bizr

- 2(“12)*.810,1"))

(32)
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F, = gmi+ 2mg — 20s)fa — 5 90y + 2me) (Bar (€)' + oy (cs)')
+ b7f1r(U1)" + by Bar(Ua)” + byfsr(us)™ + by fsr(us)”
+ by s (us)”

— 12(29B4r(ca)” + 29Bs,-(cs)"

+ (Bar(ca)™ + Bsr(54)") ((wa)*)?

+ (=B (cs)™ + B3r(s5)") (us))?) + byBer(ue)*

+ (Is1 = 133)(c6)"(56)" (Ua)* (Bor (ua)™ — 2Bsr(s)*)
+ byf7r(u7)"

+ (14,1 - 14_3)(C7)*(57)*(u5)*(ﬁ7,r(u5)* - 2:85,7‘(“7)*)
+ b3(Bgr(g)™ + oy (us)*) + bsPi1(c13)* (ugo)*
+2b5B11r(ur1)" + ba(Bror(U10)” + Brar(U11)”)

+ bs P2y (U12)"

+ (Is 2 = Is 3) (c12)" (512) " (10)* (Bizr (10)”

— 2P0, (U12)") + b5 P13, (Us3)”

+16,2(c13) " (513)" (W11) " (B (W11)" — 2B11r (u13)")
+I6,3(c13) " (513)" (W11)"(—Busr (W11)” + 2B11r (u13)")

(33)

1
+ E'BM’T (gas(—pq + p3)(cia)™ + 4bg(ug4)™)

+ bgfi5,(Uss)"

E; = _[[))1,7‘ ﬁzl-,r ﬁs,r] (34)
3.9 SIMULAQ@ES DINAMICAS DIRETAS — MODELO #1 LINEARIZADO

Para realizar simulacdes dinamicas diretas com equacgles linearizadas €
preciso primeiramente considerar que tais equagdes somente refletem de
forma aproximada o comportamento apresentado pelo modelo n&o-linear

quando se esta em estados que sejam proximos ao ponto de linearizagéo. A
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medida que o estado se afasta desse ponto o modelo linear perde
representatividade conduzindo a distorcbes que podem ser cada vez
maiores. Contudo, as expressdes deduzidas na secao anterior permitem a
linearizagcdo do sistema em torno de qualquer ponto de seu espacgo de
trabalho, sem perda de generalidade.

As mesmas simulac¢des que foram realizadas com o modelo #1 utilizando as
equaclOes dinamicas de Kane, lineares e nao-linerares, podem ser aqui
repetidas utilizando as equacdes dinamicas linearizadas, sendo executadas
por meio de sucessivas lineariza¢des do sistema em torno de pontos de sua
trajetoria. Tal procedimento consistira em definir um determinado nimero de
intervalos em relacdo ao tempo total de integracdo, promovendo para cada
intervalo uma integracdo utilizando uma linearizacdo em torno do ponto
correspondente ao estado inicial deste intervalo. Ou seja, supondo que cada
intervalo destes contenha N, passos de integracdo, dadas as condi¢cdes
iniciais, lineariza-se o0 modelo em torno deste ponto, faz-se os Np passos de
integracao, e troca-se o modelo utilizado para um linearizado em torno do
ponto final deste intervalo, que sera o primeiro ponto do proximo intervalo,

sobre o qual seréo feitos outros N, passos de integragao.

Novamente, os resultados mostrados nos graficos a seguir referem-se
apenas as equacfes dinamicas de Kane, dado que os desvios observados
entre as metodologias ndo excediam 7 mm nas simulacdes realizadas e
além disso, os resultados fornecidos pela linearizacdo das equacdes de
Kane séo ligeiramente mais proximos dos resultados obtidos pelo modelo
nao-linear que os resultados da metodologia de Lagrange. Os resultados das
simula¢des séo obtidos para 1000 passos de integracdo, com intervalos de

20 passos por linearizagao.

De forma geral, os comportamentos observados referentes a presenca de
atrito sdo os mesmos que nas simulacdes das equacdes nao-lineares e,
além disso, os desvios observados entre os modelos linear e ndo-linear ndo

sdo excessivamente comprometedores em termos da utilizacdo dessas
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equacOes mais simplificadas para o projeto de um sistema de controle do
mecanismo. Além disso, solicitando que o software calculasse o tempo
requerido para simulacéo, verificou-se que a simulacdo direta linearizada
discreta é cerca de 10 vezes mais rapida em termos computacionais que a
simulacdo do modelo néo-linear completo. Isso representa uma grande
vantagem se o modelo for utilizado para a sintese de controladores em

tempo real, por exemplo.

Coordenadas do 6rgdo terminal do mecanismo
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[\
8
|

Tempo t [s]

Gréfico 53 — Simulacéo A0 linear: Coordenadas do movimento do 6rgdo terminal do

mecanismo
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Gréfico 54 — Simulacéo BO linear: Coordenadas do movimento do 6rgdo terminal do

mecanismo
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Gréfico 55 — Simulacéo A0 linear: Velocidades do 6rgdo terminal do mecanismo



u1, u2, u3 [m/s]

q1, 92, g3 [mm]

101

Velocidades do érgdo terminal do mecanismo

Tempo t[s]

Gréfico 56 — Simulag&o BO linear: Velocidades do 6rgéo terminal do mecanismo
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Gréfico 57 — Simulacéo Al linear: Coordenadas do movimento do 6rgéo terminal do

mecanismo
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Coordenadas do 6rgéo terminal do mecanismo

500 H
e
5 P IO e e I ._ _______ ._ _______ I I [ g1
] ' - N g2
i —eeme 93
-100 i f T f T T T i i i f T f T
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50

Tempo t[s]

Gréfico 58 — Simulacéo B1 linear: Coordenadas do movimento do 6rgdo terminal do

mecanismo
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Gréfico 59 — Simulacéo A2 linear: Coordenadas do movimento do 6rg&o terminal do

mecanismo
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Coordenadas do 6rgao terminal do mecanismo
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Gréfico 60 — Simulacéo B2 linear: Coordenadas do movimento do 6rgdo terminal do

mecanismo
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Gréfico 61 — Simulacéo A3 linear: Coordenadas do movimento do 6rgdo terminal do

mecanismo
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Coordenadas do 6rg&o terminal do mecanismo
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Gréfico 62 — Simulacéo B3 linear: Coordenadas do movimento do 6rgdo terminal do

mecanismo

3.10 EQUACOES DINAMICAS DE KANE — MODELO #2

O procedimento de deducdo das equacdes dindmicas aqui adotado €
idéntico ao detalhado na secdo 3.4, ndo sendo necessaria a repeticdo da

metodologia.

No tocante as expressdes das forcas ativas generalizadas ndao-holonémicas
ha total semelhanca entre a obtencdo das mesmas com relacéo a expressao
geral definida na equacdo (19) a menos das expressdes das velocidades
parciais ndo-holonémicas e velocidades angulares parciais ndo-holondmicas
que sao distintas neste modelo justamente pela inclusdo das coordenadas
dic © qi; € dos esforcos elasticos. Estes ultimos, por sua natureza
conservativa podem ter suas expressoes de forcas ativas generalizadas

calculadas de uma forma mais simples a partir das expressdes das energias
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potenciais eldsticas associadas. Sabe-se que a expressdo da energia
potencial elastica associada ao mecanismo pode ser genericamente dada

por:

1
Vg = 2 (kﬂﬁe + kzq%7) (35)

Segundo Kane [1], dada a expressdo genérica de energia potencial
associada a um determinado esfor¢co, no particular caso em que todos os
u; =q; parai=1,..,n, como esta sendo adotado neste estudo, as forcas
ativas generalizadas n&do-holonémicas associadas a este particular esforgo

podem ser calculadas por meio da seguinte expressao: (E.); = —dVy/d4,.

As forcas de inércia generalizadas nao-holonémicas por sua vez sao
calculadas de forma idéntica ao apresentado na secdo 3.4, porém agora
com as expressdes de velocidades e aceleracbes completas, considerando
também como coordenadas g, € q;;. Tal consideracdo resulta em
expressbes analogas, porém muitissimo extensas, de tal forma que néo

serdo reproduzidas neste texto.

A expressao geral para as forcas generalizadas ativas ndo-holonémicas por
suas vez apresenta uma expressdo mais simples, pois, conforme discutido
acima, ha apenas a inclusdo dos esforcos elasticos e a mudanca nas
expressodes das velocidades parciais ndo-holondémicas, resultando em (para
r=1,..,7):
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E =11B1r + T2Bsr + T3Bsr — k1q16Bi6r — K2q17B17,r — b1 (UafBar
+usPsr) = ba((Us + Us)Bsr + UPer + UsB7,y)
+ b3 (—ugPsr — UsPor) — ba(Ur0Pr0r + U11B11,r)
— bs((c13u10 + 2u11)Br1r + Wi2P12r + U13P13r)
— 2bgu14P14r — D7Us B1r — bgUssPisy
+ %g (2(m4 + 2mg) Pz + C14a3M3 P14y

(36)
+ (my + 2m5)(a1 (C4,34,r + Csﬁs,r)

- Q16(C634,34,r + C456ﬁ6,r) - Q17(C75535,r + C557ﬁ7,r)
+ C4Cof16r T C5C7ﬁ17,r)
+ m2(2ﬁ3,r +aq (C4ﬁ4,r + Csﬁs,r)

- Q16(C634,34,r + C456ﬁ6,r) - Q17(C75535,r + C557ﬁ7,r)

+ C4CoP16r T C5C7ﬁ17,r))
3.11 S|MULACC)ES DINAMICAS DIRETAS — MODELO #2

De maneira analoga aos procedimentos realizados na secao 3.7, os esforcos
obtidos por simulag¢édo dindmica inversa e correspondentes a realizacdo das
trajetérias 0, 1, 2 e 3 (vide tabela 18) para as simulacfes do tipo A (modelo
#1, rigido e com atritos nas juntas despreziveis) podem ser aplicados as
simulacBes deste modelo #2 (tipo C, com atrito desprezivel e tipo D com
atrito considerado) a fim de verificar o quanto as trajetérias obtidas diferem
das trajetdrias previstas nas simulacdes A. Novamente, iSSO € uma maneira
de verificar o quanto os efeitos de elasticidade individualmente sado capazes
de influenciar na dindmica do sistema. Isso permitirA estabelecer uma
comparacdo da relevancia da inclusdo destes com relagdo aos demais
efeitos dindmicos considerados, o que permitira analisar se realmente é
vidvel a adicdo de complexidade ao modelo para o estudo destes (pois no

caso destes efeitos de elasticidade, foi necessaria a elaboragdo de um novo
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modelo, com maior ndmero de graus de liberdade e com significativa

complexidade adicional nas equac¢des dinamicas).

Os resultados das simulacdes numéricas de dinamica direta dos tipos C e D

séo apresentados nos gréaficos a seguir.

Comparando os resultados obtidos por meio destas simulagbes com o0s
resultados obtidos a partir das simula¢cdes do modelo #1 (secéo 3.7), nota-se
que a presenca de ambos dos efeitos é pouco significativa para a dinamica
do mecanismo, dado que provocam alteracbes imperceptiveis em sua
trajetoria se confrontados com o modelo rigido, onde tais efeitos s&o
desprezados por simplificacdo (simulacbes A e B), apesar de trazem
flutuacBes perceptiveis nas aceleracdes deste. O erro do posicionamento do
orgado terminal deste mecanismo ndo é demasiadamente afetado em
nenhuma das situagdes simuladas pela inclusédo dos efeitos de elasticidade,
sendo os efeitos de atrito bastantes mais significativos nesse quesito. De
fato, observa-se que os efeitos de deflexdo de molas equivalentes a
elasticidade dos componentes tém amplitudes mais de 100 vezes menores

que as amplitudes do movimento do 6rgéo terminal do mecanismo.



108

Coordenadas do ¢6rgéao terminal do mecanismo

450

300~

q1, 92, q3 [mm]

Ll Ty = N H
e,
: -~

LT

Tempo [s]

Gréfico 63 — Simulacdo C0O: Coordenadas do movimento do érgdo terminal do mecanismo
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Gréfico 64 — Simulacéo DO: Coordenadas do movimento do érgéo terminal do mecanismo
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Gréfico 65 — Simulag¢éo CO: Velocidades do 6rgéo terminal do mecanismo
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Gréfico 66 — Simula¢é@o DO: Velocidades do 6rg&o terminal do mecanismo
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Gréfico 68 — Simulacéo DO: AceleragcBes do 6rgao terminal do mecanismo
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Gréfico 70 — Simulacéo DO: Deflexdes das molas equivalentes a elasticidade dos corpos B,
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Gréfico 71 — Simulag¢éo C1: Coordenadas do movimento do érgéo terminal do mecanismo
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Gréfico 72 — Simulagéo D1: Coordenadas do movimento do érgéo terminal do mecanismo
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Gréfico 73 — Simulag¢éo C2: Coordenadas do movimento do 6rgéo terminal do mecanismo
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Gréfico 74 — Simula¢éo D2: Coordenadas do movimento do 6érgéo terminal do mecanismo
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Gréfico 75 — Simulac¢éo C3: Coordenadas do movimento do érgéo terminal do mecanismo
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Gréfico 76 — Simulagéo D3: Coordenadas do movimento do érgéo terminal do mecanismo
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4 CONCLUSOES

4.1 ANALISE DA RELEVANCIA DE PARAMETROS E EFEITOS
DINAMICOS

Analisando todas as etapas do desenvolvimento da modelagem dinamica do
mecanismo realizadas, pode-se afirmar que fundamentalmente foram
considerados efeitos dinamicos de cinco naturezas distintas nos modelos
elaborados: efeitos de inércia, devidos ao campo gravitacional, devidos aos
atuadores do sistema, de atrito e de elasticidade. Realizando uma
comparacao entre todas as simulacdes apresentadas é possivel discutir a
relevancia de cada um desses efeitos na dindmica do mecanismo como um
todo, dado que os parametros utilizados nas simulacdes, bem como as

situacdes simuladas sado idénticas em todos 0s casos apresentados.

Para tal, devem-se analisar quais exatamente foram os efeitos considerados
em cada modelo simulado. O modelo #1 (vide se¢bes 0 a 3.9) considera
fundamentalmente os efeitos de inércia, os devidos aos atuadores, ao
campo gravitacional e ao atrito viscoso nas juntas. O modelo #2 (vide secdes

3.10 e 3.11) ainda contempla os efeitos de elasticidade.

Uma simples analise das simulacbes permite concluir que os efeitos
dindmicos mais significativos no modelo sdo os efeitos de inércia e os
devidos aos atuadores, que praticamente regem quase completamente o
comportamento do mecanismo. Tal constatacdo € perfeitamente coerente,
dado que o sistema tem primordialmente a caracteristica de operar em
velocidades elevadas e com grandes niveis de aceleracbes e
desaceleracbes. O fato de as inércias dos corpos que constituem este
mecanismo serem bastante baixas favorece que tais aceleracbes e
desaceleracdes sejam obtidas sem exigir um grande nivel de esforcos

provenientes dos atuadores. Além disso, o baixo valor destas inércias
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conduz a uma nao tdo elevada relevancia dos efeitos gravitacionais, que so
passam a ser mais significativos em movimentos nos quais a translacao

vertical do 6rgao terminal € elevada.

Os efeitos de atrito e elasticidade, no presente caso, podem ser entendidos
meramente como desvios de comportamento em relacdo a dindmica do
mecanismo dito ideal, no qual ha somente efeitos de inércia, atuadores e
gravitacionais. Tais desvios sao significativos e perceptiveis nas simulacdes
realizadas, e sdo importantes para a compreensdo do comportamento do
mecanismo enquanto sistema dinamico, ndo podendo ser desprezados se
for desejado que o modelo corresponda com preciséo a realidade. Contudo,
em termos de ordem de grandeza nado tém tanta significancia quanto os
efeitos de inércia e dos atuadores, podendo ser desprezados numa primeira
aproximagdo sem que iSSO comprometa seriamente a compreensdo da

dindmica do mecanismo.

Analisando relativamente os efeitos de atrito e de elasticidade,
principalmente no tocante ao movimento do 6rgdo terminal do mecanismo
(que é sua parte mais relevante em termos do estudo da dinamica do
mesmo), observa-se que 0s primeiros sdo bastante mais relevantes que os
segundos em termos dos desvios de posicdo observados neste corpo.
Contudo, quando se consideram os efeitos de elasticidade dos
componentes, ocorrem movimentos vibratérios bastante significativos, que
apesar da baixa amplitude, acabam por influir de forma razoavelmente
significativa nas aceleracées dos componentes, o que conduz a relevancia
destes em casos nos quais se deseje utilizar o modelo para avaliar os

esforgos estruturais no mecanismo, por exemplo.

O nivel de simplificacdo do modelo depende do quéo préximo se deseja que
ele seja da realidade. De forma geral, para que tenha alguma
representatividade é fundamental que o modelo dinAmico do mecanismo
minimamente inclua os efeitos de inércia e dos atuadores. O trabalho
desenvolvido por Almeida [4] envolve a elaboracédo de um modelo dinamico

deste mecanismo, e considera em uma primeira aproximagdo um modelo
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concebido com efeitos de atuadores, gravidade e inércia como se 0 mesmo
fosse constituido somente por massas concentradas. Pelos resultados
obtidos nota-se que a aproximacdo produz resultados satisfatérios em
comparacdo com o0s obtidos considerando 0s corpos que constituem o
mecanismo como corpos rigidos extensos, mostrando que mesmo modelos
mais simples que os desenvolvidos neste trabalho podem ser adequados
dependendo do quédo préximo da realidade se deseja que o modelo se

comporte.

Dessa forma, existe um compromisso entre 0 quao representativo com
relacdo a realidade se deseja que um modelo seja e o quao complexo o
mesmo sera, uma vez que uma maior representatividade envolvera uma
maior complexidade das equac¢Ges dinamicas do mecanismo, 0 que por
outro lado é indesejavel dadas as grandes dificuldades que se tem em

simular equacdes excessivamente complexas.

Para a finalidade de controle do mecanismo, por exemplo, pode-se afirmar
gue um modelo que inclua somente os efeitos de atrito além dos
fundamentais (atuadores e inércia) e da gravidade, como o modelo #1,
parece ser bastante adequado, pois mesmo quando se incluem os efeitos de
elasticidade poucas alteracfes de comportamento se observam em relacéo
a este modelo. Em particular toda a sintese de um sistema de controle para
0 mecanismo pode ser desenvolvida com base na versao linearizada deste
modelo, apresentada na secédo 3.8, dada a grande simplicidade formal
destas equacbes e do fato de que existem grandes variedades de
ferramentas bem desenvolvidas para o controle de sistemas que podem ser
modelados por meio de equacgdes dinamicas lineares (conforme discutido na
secdo 2.8), uma vez que a simulacdo destas conduz a resultados tao bons
quanto os obtidos pela simulagdo linear (contanto que a simulagéo seja

executada conforme descrito).
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4.2 CONSIDERACOES FINAIS

De forma geral, o estudo aqui apresentado cumpriu todos os objetivos
propostos, tendo sido desenvolvida uma metodologia para a modelagem de
sistemas multicorpos aplicAvel ndo somente ao particular mecanismo
paralelo estudado, como a diversos outros sistemas mecanicos nos quais 0s
efeitos dinamicos tiverem comportamento semelhante ao modelado neste
estudo. As metodologias de Lagrange e de Kane apresentam-se bastante
vantajosas, sendo a Ultima mais vantajosa em termos formais (equacdes
possuem formatos semelhantes, o que facilita sua deducdo) e
computacionais (o tempo requerido para simulacdes com estas equacgdes €
menor dada a maior simplicidade dos algoritmos requeridos para simula-las,
0 que se deve ao fato de a mesma dispensar a utilizacdo dos multiplicadores
indeterminados, que requerem calculos adicionais para sua eliminacédo) além
de mais facilmente linearizaveis (e de sua linearizacdo produzir resultados
ligeiramente melhores que as obtidas pela linearizacdo das equacdes
dindmicas de Lagrange). Os algoritmos e rotinas computacionais
desenvolvidos também apresentam elevada qualidade produzindo
resultados com erros numéricos insignificantes, que ndo comprometem a
validade dos mesmos. Tais algoritmos também tém a pretensado de ter uso
universal, podendo ser facilmente adaptaveis para equacfes dinamicas de
Lagrange e de Kane de qualquer sistema dinamico, praticamente nao

havendo particularidades que sejam exclusivas do mecanismo modelado.

Os experimentos realizados permitiram a determinacdo de uma série de
parametros e a estimativa de muitos outros, de tal sorte que os resultados
produzidos efetivamente devem refletir o funcionamento real do prototipo em
construcdo, sendo extremamente Uteis para aplicagcdes praticas dos modelos
desenvolvidos, em particular para o desenvolvimento de sistemas de
controle para o mesmo. Além disso, os resultados dos experimentos para a

determinacdo das propriedades de atrito mostraram a existéncia de uma
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significativa correlagdo entre as forgas de atrito no mecanismo e as

velocidades ou velocidades angulares relativas nas juntas do mesmo.

O horizonte de aplicacdo imediato do presente estudo, dando continuidade
ao mesmo € o projeto de um sistema de controle para o mecanismo, sendo
tal projeto baseado em algum dos modelos aqui desenvolvidos. O
desenvolvimento de tal sistema permitira a utilizacdo do mecanismo para
atividades praticas, servindo como um manipulador robético com excelente

desempenho em termos de velocidade de movimentacao.
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APENDICE A — COMPLEMENTOS DE METODOLOGIA

A.1 TRANSFORMACOES DE COORDENADAS

Para que grandezas medidas em diversos referenciais com coordenadas em
diversos sistemas de referéncia possam ser relacionadas, existe a

necessidade de definicdo das transformacdes algébricas apropriadas.

Suponha dois sistemas de coordenadas S; e S; cujas bases ortonormais
positivas associadas sejam respectivamente (e}, eb, es) e (el el el).

Considere ainda que sejam definidos:

Ry =el.e! para rs=123 (37)

Dessa forma, um vetor r pode ser determinado por suas coordenadas

escritas em cada uma das bases por meio das seguintes relacdes:

3 3
r= Z(r -el)el = Z(r .el)e! (38)

Contudo, os versores também podem ser relacionados por meio de

equacdes da forma:

3

3
e = Z(eg eb)el = z RUel para  s=123 (39)
r=1 r=1

Dessa forma, manipulando algebricamente as equacgdes, obtém-se:

3 3 3 3
e Z(r ees (39) Z 2 Rrs(r - ec)e 38) z(r erer (40)
s=1 r=1

r=1s=1



123

3
(r-el) = z R/ (r-e)) para r=12,3 (41)
s=1

Dessa forma, pela equacao (41), nota-se que existe uma matriz ;}?R, formada

pelos Rﬁ’s que converte as coordenadas de um vetor r da base associada a
um sistema de coordenadas S; para a base associada a um sistema de
coordenadas S;. Em particular, no caso de a base (e{,eé,eé) ser produzida
por uma rotacdo de ¢ da base (e!, e}, e}) em torno da direcdo definida pelo

versor ek, a matriz _fJ‘R formada pelos R,, pode ser dada por:

r 1 2 3
1 0 0 cos(¢p) 0 sin(¢) cos(¢p) —sin(¢p) 0
sip | |0 cos(¢) —sin(¢)] [ 0 1 0 ] [sin(d)) cos(¢) O
5j 0 sin(¢p) cos(¢) —sin(¢) 0 cos(¢) 0 0 1

Agora que ja é conhecida a relacdo entre as coordenadas de vetores
escritas em bases associadas a dois sistemas de coordenadas S; e §;, dada
pela equacéo (41), é possivel relacionar as coordenadas de um ponto P
escritas no sistema S; (designadas pela matriz coluna Sipf, cujas trés
primeiras linhas sdo efetivamente as coordenadas de P em S; e cuja ultima
linha € igual a 1) com as coordenadas desse ponto escritas no sistema S;
(designadas pela matriz coluna SipP). Para tal é conveniente observar que
as coordenadas do ponto P no sistema S; sdo as coordenadas do vetor p9if
escritas na base associada a esse sistema de coordenadas. Ainda, sabe-se

que é valida a seguinte equacao:
pOiP — pOin + pOjP (42)

Definindo Sip®/ como sendo a matriz coluna cujas trés primeiras linhas s&o

as coordenadas do vetor p°i% escritas na base associada ao sistema S; e
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cuja ultima linha € igual a 1, pode-se definir a transformagdo homogénea do

sistema §; para o sistema S; como sendo dada por:
Si

R .
SipP — [Sj Sipojl Sij — g;TSij (43)

03)(1

A.2 VELOCIDADE ANGULAR E ACELERACAO ANGULAR

Seja um referencial X; e uma base de vetores unitarios ortogonais e, e, € e;
solidaria a este referencial; define-se a velocidade angular do referencial X;

em um referencial X;, denotada por *iw*/, como sendo:

Xide Xide Xide
Xinf=e1< dtz-e3>+e2< dt3-e1>+e3< dtl'e2> (44)

Sejam as matrizes coluna & =[1 0 0], £=[0 1 0] e &=

[0 0 1]'. Definindo um sistema de coordenadas S; solidario a X; que deve
unicamente satisfazer a condicdo de que os vetores unitarios ortogonais e;,
e, € e; sejam a base deste sistema e tomando um sistema de coordenadas
S; arbitrario que seja solidario a X;, sabe-se pela equacdo (41) que as
matrizes coluna com as coordenadas desses vetores unitarios e;, e, € e; ha
base de S; podem ser dadas respectivamente por g;Rsl, gJ‘szz e g;Rs3.
Assim sendo, a matriz das coordenadas das derivadas temporais desses
vetores unitarios em relacao ao referencial X;, escritas na base de S;, podem
ser dadas por ;'Re;, j'Re, e J'Res, e escritas na base de S;, podem ser
dadas por JRRe;, JRjRe, e JRiRe;. Finalmente, isso conduz a
i °j IS | to7J
conclusdo de que a velocidade angular do referencial X; em relagcdo ao
referencial X; pode ser calculada a partir das matrizes de mudanca de base,

a partir da seguinte relacdo, decorrente da definicdo fornecida pela equacao
(44):



125

. ; Sip Sin Sip S
X Xi 2] 1 °j
iw? = ey (83 SiRSl,Rsz) +e, (81 siRs

J

l:R£3) + e; (8’2 i’;R;‘:Rsl) (45)

J

Em sua obra, Kane [1] demonstra que para um vetor r genérico € valida a
seguinte relacao para quaisquer referenciais X; e X;:
Xidr  Xidr

i XigyXj 46
" 5t etixr (46)

Em particular aplicando essa relacéo para o proprio vetor velocidade angular
XiwXj, nota-se que é indiferente o célculo da derivada do mesmo nos
referenciais X; ou X;, sendo assim definida a aceleragdo angular do
referencial X; em relagéo ao referencial X;:

XidXinj deXinj

Xiaxj = T = T (47)

A.3 COORDENADAS GENERALIZADAS INDEPENDENTES E
REDUNDANTES

Seja um sistema dindmico com p graus de liberdade para o qual séo
adotadas n coordenadas generalizadas q; (i=1,..,n) com n > p. Neste
caso, apenas p das n coordenadas podem efetivamente ser consideradas
independentes, estando as demais associadas a estas por meio das
denominadas equacdes vinculares, conforme discutido na secdo 2. Em
particular, considerando que tais vinculos sejam holonédmicos ou néo-
holonémicos simples, existira uma matriz J (com n —p linhas e n colunas)
denominada Jacobiano, funcéo das coordenadas generalizadas e do tempo,

tal que Jq = 0.

Escolhendo agora dentre as coordenadas g; um conjunto de p coordenadas
independentes, que passardo a ser denotadas como 6, (r=1,..,p) e

denotando as demais coordenadas, as coordenadas redundantes, como
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(s =1,..,n—p), vé-se que é possivel distinguir no Jacobiano duas matrizes,

que serao denotadas como J, (com n—p linhas e p colunas) e J, (com
n—p linhas e n —p colunas) tais que ]96+]¢lil =0 (onde 0 é a matriz
coluna formada pelos 6, e Y € a ma triz coluna formada pelos ). Se a
escolha dos 6, foi feita de forma que eles sdo efetivamente independentes
entre si, entdo a matriz J,, admite inversa, de tal forma que se tem P =
—]1;1]99. Prova-se assim, a existéncia de uma Gnica matriz B tal que q = B9,

uma vez que q é formado por uma reordenacao dos elementos de s e .

De forma geral, é possivel, a partir do conhecimento do histérico temporal de
coordenadas independentes 6, (r=1,..,p) determinar todas as
coordenadas redundantes por meio da integracdo numérica das equacoes
diferenciais { = —]@1]96. Tal procedimento de integracdo, contudo, exigira o
conhecimento dos i, no instante inicial em que s&o dados os historicos
temporais dos 6,.. Porém, tais condi¢des iniciais ndo podem ser tomadas de
forma arbitraria, dado que devem respeitar as condi¢cdes impostas pelas

equacodes vinculares.

Em particular, pode-se restringir tal analise ao caso em que os vinculos do
sistema séo todos holonémicos, ou seja, as equacdes vinculares, podem ser
escritas como f;(q4, ...,qn, t) = 0 para s =1, ...,n — p. Neste caso, a solu¢do
numérica dessas equacbes algébricas no instante inicial basta para a
determinacdo dos histéricos completos de todas as coordenadas do
mecanismo pela integracdo numérica das equacdes diferenciais =
—]17,1]96. O método a ser utilizado é o proposto por Kane e Levinson [1],
exigindo a definicdo de funcdes z;(¢) para i = 1,...,n — p sejam fun¢des de
uma variavel ¢ com 0 <& < 1. Deve-se escolher como o valor de z; em
& = 0 um valor arbitrario contanto que seja coerente com a configuracéo do
Y; respectivo (por exemplo, se é sabido que a configuracdo do problema
permite que um dado y; somente esteja hum dado intervalo de valores, o
valor de z;(0) deve estar dentro desse intervalo). Ainda, deve-se requerer

que as funcdes z;(¢) satisfacam as equacbes (neste caso, considera-se
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conhecidos os 6;, ou seja, eles deixam de ser variaveis das equacdes
vinculares, ficando como variaveis apenas 0sS z; que servirdo para

determinar os ; incognitos):

fi(z1, o Znp) = A= Of; (20), ..., 24»(0)) para s=1,..n—p (48)

Evidentemente, a condicdo imposta em (48) automaticamente implica que os
valores de z; em ¢ = 1 sejam raizes das equacdes vinculares. Diferenciando

as equacdes em (48) em relacdo a variavel &, obtém-se que:

n-p
df, dz;
2 a—i% =—f; (21(0), ...,Zn_p(())) para s=1,..n—p (49)
Denotando 2(§) = [z(8) - 2z, p (O], e

f(z(®) = [f1(2(®)) - fu_p(2(8))], pode-se escrever a equagdo (49) na
forma:

dz
h& = —£(z(0)) onde J, = (50)

A integracdo desta equacdo permite a determinacdo dos valores de z(1) que
representa um conjunto de raizes para f. Se a escolha dos valores de z(0)
for feita respeitando as configuracGes dos ;, os valores de z(1) obtidos

serao as raizes desejadas.

A.4 EXPRESSOES DA DINAMICA DE LAGRANGE

Seja um sistema dindmico com p graus de liberdade para o qual séo

adotadas n coordenadas g;. Considere ainda que o sistema em estudo é
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constituido por um conjunto de Ny corpos rigidos. Pode-se conceber o

conjunto de esforcos atuantes sobre um particular corpo B; desse sistema
como sendo equivalente a uma forca F; atuante em um ponto P; deste corpo
juntamente com um momento T; (vide Kane [1]). Dessa forma, sendo XvPi a
velocidade de P; medida em relacdo a um referencial inercial X e XwPi a
velocidade angular de B; relativa a esse referencial, obtém-se que, excluindo

os esforcos cujos efeitos ja foram incluidos nas expressdes de energia
potencial V a expressdo para os esforcos ativos generalizados nao-

conservativos Q,, associados as coordenadas q,., € dada por:

=Y (5 220 o
" = 7 ag, 7 0g,

Em patrticular, se os Unicos esfor¢cos conservativos atuantes no sistema sao
0s gravitacionais e os devidos as forcas elasticas lineares, a expressao da
energia potencial do sistema pode ser calculada considerando conhecidas
as massas m; de cada corpo B;, 0 vetor posi¢ao pOB; do centro de massa B;
de cada corpo com origem num ponto O fixo no referencial inercial X, o vetor
aceleracdo da gravidade g, a rigidez k; de cada um dos Ny elementos
elasticos do sistema e as expressbes das deflexdes y; desses elementos

como funcéo das coordenadas q; (i = 1, ..., n):

Np 1 Nk
j=1 j=1

A energia cinética por sua vez pode ser calculada considerando que o
sistema em estudo é formado por um conjunto de corpos rigidos. Sendo m;
a massa do corpo B; e 1°/%/ o tensor de inércia do corpo B; calculado com
relacdo a eixos passantes pelo seu centro de massa B;, tem-se a energia

cinética do sistema dada por:
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= EZ m;*v Bj . XyBj 4 XyBj . [Bi/B] -XwBJ') (53)

A.5 EXPRESSOES DA DINAMICA DE KANE

Seja um sistema dinamico holonémico ou nao-holonémico simples com p
graus de liberdade para o qual sdo adotadas n coordenadas q; (i = 1, ..., n).
Conforme discutido na secdo A.3, € possivel definir um conjunto de p
coordenadas independentes dentre os q;, sendo tais variaveis renomeadas
como 6, (r=1,..,p), de tal forma que as demais varidveis podem ser
tratadas como variaveis redundantes (ou pseudo-generalizadas), sendo

denotadas como Y, (s =1, ...,n — p).

Kane [1] define velocidades generalizadas de um sistema como um conjunto
de n variaveis u; (onde n € o nimero de coordenadas adotado), de tal forma
que ¢é possivel escrever cada uma das derivadas temporais das
coordenadas generalizadas como ¢; = Z; + Y7-; W;ju;, onde os Z; e os Wj;
podem ser fungdes dos q; e do tempo t, com cada u; podendo ser expresso
univocamente como funcdo dos ¢;. Dessa forma, existe uma relacéo
biunivoca entre o conjunto de velocidades generalizadas e o0 conjunto de
derivadas temporais das coordenadas generalizadas, o que permite inferir
gue neste sistema, apenas p das n velocidades generalizadas seréo
efetivamente funcbes independentes na dindmica deste sistema. Assim,
Kane [1] afirma que, por meio de uma escolha adequada destas variaveis, é
possivel descrever cada derivada temporal de uma dada coordenadas ¢;
como funcdo apenas dos p primeiros u;, ou seja, q; = Z; +Z§.’=1 Yijuj. A
escolha adequada das velocidades generalizadas u;, tal que apenas os p
primeiros sejam efetivamente independentes pode ser feita da seguinte

forma: determinam-se as p primeiras velocidades generalizadas como
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funcdo exclusiva dos 6, (com termos linerares com relacdo a estas
variaveis), ou seja, u, =u,(6y,..,0,,q1, ., qnt) para r=1,..,p e as
demais, permite-se que dependam também dos ¥, (também como termos

lineares em relacéo a estes), ou seja,

Upps = up+s(91, ...,ép,ll)l, ...,ll}n_p,ql, v Qns t) paras=1,..,n—p.

Dessa forma, Kane [1] demonstra que a velocidade em um referencial
inercial X de um ponto P qualquer desse sistema ou mesmo a velocidade
angular em X de um corpo rigido B qualquer pertencente a esse sistema,

podem ser expressos de forma Unica como:

p p

v =vaur+vf w? ZZE’EW + ®? (54)
r=1 r=1

Nestas expressoes, v2, o2 (r = 1,..,p), v/ e ®? sdo funcdes somente das
coordenadas q,,..., g, € do tempo t e ainda, sdo Unicos. Em particular, vZ é
denominada a r-ésima velocidade parcial ndo-holonédmica de P no
referencial X e @2 é denominada a r-ésima velocidade angular parcial no-

holondmica de B no referencial X.

Considere agora que o sistema possua Np particulas, e que a resultante das
forcas atuantes sobre a particula P; seja dada por R;. Definem-se p

guantidades denominadas forcas ativas generalizadas n&o-holonémicas

como sendo:

Np
E 2 Z (vff . Rj) para r=1,..,p (55)
=1

Porém, se algumas das particulas desse sistema constituem um corpo rigido
B, os esforcos atuantes sobre B podem ser tratados como sendo
equivalentes a uma forca R aplicada em um ponto P desse corpo e um

momento M (calculado com pdélo em P), de tal forma que o efeito destes
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esforcos sobre as forgas ativas generalizadas n&o-holonémicas pode ser

alternativamente computado por meio da seguinte expressao (vide Kane [1]):
(F)g =Vl -R+ @2 -M para r=1,..,p (56)

Demonstra-se ainda que forcas de contato entre superficies em que o atrito
€ desprezivel ou em que ha rolamento sem escorregamento e forcas
mutuamente exercidas entre dois pontos pertencentes a um mesmo corpo
rigido, apesar de contribuirem para as resultantes R;, ndo contribuem para

as forcas ativas generalizadas ndao-holondmicas (vide Kane [1]).

Em analogia, as forcas de inércia generalizadas nao-holondmicas sao

definidas por meio da seguinte expressao:
Np
Er 2 Z (\7:" . Rj) para r=1,..,p (57)
j=1

Em particular, a forca de inércia da particula P; no referencial X pode ser
definida em fun¢do da massa m; dessa particula e de sua aceleracéo RaPj
em relagdo a X, como R; = —ijan. Ainda, se parte das particulas do

sistema constituem um corpo rigido B, a contribuicdo das forcas de inércia
de B para as forcas de inércia generalizadas nao-holondmicas pode

alternativamente ser calculada pela expressao:
(E)p =VE ‘R + @f - M* para r=1,..,p (58)

Nesta equacdo, R* = —mz*a®, onde my é a massa total de B e B* é 0
centro de massa de B, e M* = —Xaf - IB/B" — XB x [B/B" . XB onde IB/B" é
o tensor central de inércia do corpo B, *w? é a velocidade angular de B em

X e XaP é a aceleracdo angular de B em X.
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APENDICE B — ROTINAS PARA SIMULACOES NUMERICAS
DE EQUACOES DINAMICAS

A fim de que as equacgdes dinamicas obtidas de forma analitica a partir da
série de andlises realizadas ao longo deste estudo possam conduzir a
resultados passiveis de avalia¢cdes acerca da dindmica do mecanismo, ha a
necessidade de implementar um algoritmo numérico que seja capaz de

resolvé-las para diversas possibilidades e em diversas condicdes.

Conforme discutido, com um conjunto de equacdes dinamicas podem ser
realizados o0s seguintes tipos de simulacdo numérica: a inversa, que
essencialmente consiste em encontrar para um historico conhecido de
movimento do sistema, o histérico de esforcos atuantes que sdo necessarios
para a ocorréncia de tal movimento, e as simula¢cdes diretas, que consistem
na integracdo numérica das equacfes dinamicas a partir de um conjunto
conhecido de esforgos atuantes, tendo como resultado o histérico do

movimento do sistema.

by

Deve-se notar que devido a complexidade que as equac¢fes dinamicas
podem apresentar, torna-se inviavel a realizacdo de solucdes analiticas
dessas equacdes, sendo necessario o desenvolvimento de um método
numerico para simulacdes, ndo havendo outra possibilidade para realiza-las.
Contudo, algumas caracteristicas sao desejaveis para o0 método numérico

desenvolvido, sendo as principais listadas a seguir:

e Robustez dos métodos numéricos utilizados e precisdo dos

resultados;

e Validade para quaisquer condi¢cdes de entrada impostas, dentro de

amplos limites de tolerancia;

e Velocidade de simulacdo, o que pode viabilizar o eventual uso do

modelo dindmico para sistemas de controle em tempo real,
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e Possibilidade de aplicacao para sistemas de equacdes diferenciais de

diversas formas, com diversas variaveis e ordens.

Outro aspecto que deve ser considerado na elaboragcdo de rotinas de
simulagdo é o software que serd utilizado para o desenvolvimento e a
execucdo desta rotina. Em geral, estudos na literatura de simulacéo
dindmica numérica normalmente utilizam principalmente um dos trés

seguintes softwares:

e MATLAB, software proprietario desenvolvido pela MathWorks, sendo
0 mais popular dentre os softwares utilizados para simulacao
dindmica, por possuir uma série de pacotes que auxiliam no
desenvolvimento de rotinas, principalmente no tocante a sintese de

sistemas de controle.

e Scilab, software livre de cédigo aberto criado nos anos 1990 por
pesquisadores do INRIA e do ENPC e atualmente mantido pelo Scilab
Consortium, formado pela INRIA e pela Digiteo Foundation, que
apresenta versdes disponiveis para Microsoft Windows, Linux e MAC
Os.

e Octave, software livre e de codigo aberto do Projeto GNU, que
apresenta versdes prioritariamente desenvolvidas para distribuicdes
de Linux como o Debian, mas que também apresenta versdes para

Windows.

Dos trés softwares apresentados, o escolhido para o desenvolvimento das
rotinas foi o Scilab, pelo fato de ser um software livre, com versdes
disponiveis para os principais sistemas operacionais utilizados e por possuir
bom desempenho em Windows (condicdo nao satisfeita pelo Octave). A
versao escolhida do programa para a implementacao das rotinas foi a 4.1.2,
a Ultima versdo da familia 4 do programa que é uma versao estavel,
bastante desenvolvida, que apresenta poucos problemas de compatibilidade

em Windows e um pacote grafico de maior qualidade em relacéo a familia 5,
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mais recente, que representa uma reformulagdo do software apds a entrada

da Digiteo no Scilab Consortium.

Escolhido o software a ser utilizado como ambiente de simulacéo, o proximo
paso €& definir a estrutura das rotinas de simulagdo. Essencialmente,
havendo simula¢gdes numéricas de duas naturezas bastante distintas, a
direta e a inversa, nota-se a necessidade de que sejam elaboradas duas
rotinas, uma para cada tipo de situacdo. O restante deste apéndice sera
dedicado a descricdo da estrutura das rotinas adotadas para as simulacdes

numeéricas de dinamica inversa e direta.

Primeiramente, em relacdo a ambas as simulacdes, as variaveis podem

basicamente ser classificadas em cinco grupos:

e Variaveis de entrada (inputs): sao variaveis que refletem as condic6es

iniciais® do sistema e as interacdes desse sistema com o0 meio.

e Pardmetros fisicos do sistema: s&o variaveis que refletem
caracteristicas  particulares do sistema, que permanecem
independentemente de seu estado inicial e de suas interacées com o
meio; dessa forma, sdo valores que devem permanecer inalterados

independentemente da simulagao realizada.

e Parametros de simulacdo: variaveis associadas aos métodos
numeéricos empregados, e que independem da natureza fisica do
problema, apenas dos algoritmos empregados, como é o caso do
passo de integracdo numérica, por exemplo; neste caso, tais valores

podem ser alterados conforme a melhoria de desempenho

.0 particular sistema em estudo tem como modelo matematico um sistema de equacdes
diferenciais ordinarias cuja variavel independente é o tempo. Neste caso, tem-se 0 que se
denomina problema com condi¢cdes iniciais. Em relacdo a sistemas de equacbes
diferenciais, existem ainda problemas de outra natureza, denominados problemas com

condicdes de contorno, que fogem do escopo deste projeto.
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apresentada pelos algoritmos, dada essencialmente pelo
compromisso entre precisdo numerica do resultado e o tempo de

simulacao.

e Varidveis de saida ou resultados (outputs): podem ser consideradas
como sendo as respostas desejadas da simulagcédo, sendo variaveis
cujo conhecimento somente pode ser obtido apés a realizacdo da

simulagdo correspondente.

e Variaveis auxiliares: sdo variaveis que em principio ndo poderiam ser
enquadradas em qualquer um dos grupos anteriores, sendo utilizadas
apenas para auxiliar a melhor execucdo dos algoritmos e para
minimizar o numero de operagbes necessarias ao longo da

simulacao.

Deve-se notar que tanto nas simulaces numéricas de dinamica direta
quanto nas de dinamica inversa, os parametros fisicos utilizados foram os
mesmos, uma vez que se trata de um mesmo sistema fisico. Os parametros
de simulacdo, podem ou ndo ser iguais nos dois casos, sendo sua escolha
muito mais dependente da qualidade da simulacdao do que de qualquer outro
fator. O que ira diferenciar essas simula¢des primordialmente serdo as
variaveis de entrada e de saida.

No caso da simulacdo dinamica direta, as variaveis de entrada sdo as
condicBes iniciais de posicdo e velocidade definidas por um numero de
variaveis igual ao dobro do numero de graus de liberdade do mecanismo
estudado e o historico temporal dos esfor¢os impostos pelos atuadores do
sistema (vide segbBes 2.2 e 2.3). Apdés a simulagdo, obtém-se como
resultados os historicos temporais de todas as coordenadas que determinam
0 movimento do mecanismo. Dessa forma, a construgdo de um algoritmo
para simulacdo numeérica de dinamica direta envolve basicamente a

construcdo das seguintes fungdes essenciais:
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e Funcéo para o calculo dos valores das equacdes vinculares dadas as
coordenadas do movimento: utilizada para verificar a correta relacao
entre as varidveis dependentes que representam o movimento do

mecanismo.

e Funcdo para a solucdo numérica das equacgdes vinculares para um
dado conjunto independente e conhecido de coordenadas de
movimento: para encontrar, a partir de um namero independente de
variaveis de condicfes iniciais, os valores das demais variaveis de
movimento dependentes neste instante inicial, viabilizando as

condicdes iniciais para o algoritmo de integragdo numérica.

e Funcéo para o calculo dos jacobianos e de grandezas associadas: 0s
jacobianos sdo utilizados tanto para a solucdo numérica das
equacdes vinculares, quanto para o célculo das formas matriciais das

equacdes dinamicas.

e Funcbes para o calculo das formas matriciais das equaches
diferenciais de movimento obtidas segundo as dinamicas de Lagrange

e de Kane.

e Funcdo com método de integracdo das equacdes dinamicas para a
obtencao do histérico completo de coordenadas do movimento a partir

das condicdes iniciais e condicdes de esforcos impostas.

Funcdes auxiliares para exibir graficamente a resposta.

No caso da simulagdo inversa, as variaveis de entrada sdo os histéricos
temporais de um numero de variaveis igual ao de graus de liberdade do
mecanismo que representam completamente seu movimento. As variaveis
de saida sdo os historicos temporais dos esforcos requeridos pelos
atuadores para a realizacdo do movimento. Neste caso, o algoritmo de

simulag&o envolvera a construcéo das seguintes funcgdes:
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e Funcdes para o calculo dos valores das equacdes vinculares, para a
solucdo das equacdes vinculares e para o calculo de jacobianos e
grandezas associadas, sendo tais fungfes idénticas as utilizadas nas
simulagdes dinamicas diretas e tendo as mesmas atribuigoes.

e Funcdo com a forma diferencial das equagdes vinculares e fungao
para a integragdo dessas equacgdes, sendo conhecido um historico de

coordenadas independentes de movimento.

Funcdes com as equacdes dinamicas de Lagrange e de Kane escritas de
forma a explicitar os esforcos impostos pelos atuadores que serdo 0s

resultados destas simulagdes.



