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1 Introducao

Atualmente, observa-se a formacao de um unico mercado internacional, com a consequente dimi-
nuicao das fronteiras e barreiras alfandegdrias da maioria dos paises, o que tem provocado uma
competicao acirrada em todos os niveis da sociedade. Sendo assim, para que se atenda aos pedi-
dos de clientes cada vez mais exigentes, surge a necessidade da fabricagao de produtos altamente
competitivos, que possuam alta qualidade, baixo custo e curto prazo de entrega.

Isso implicard no desenvolvimento de maquinas de alto desempenho, flexiveis quanto ao tipo
de produto fabricado e tamanho do lote, consumidoras de pouca energia e de baixo custo de ma-
nutencao. Diante desse quadro, os mecanismos, encarados como dispositivos mecanicos ou mesmo
subsistemas de equipamentos maiores, se constituem em recursos estratégicos para o dominio da
tecnologia associada ao desenvolvimento dessas maquinas.

1.1 Definicoes

Segundo Reuleaux, mecanismo é uma combinacao de corpos rigidos ou resistentes de tal forma
conectados que se movam um em relacdo ao outro com movimento relativo definido.

Quanto & sua funcdo, mecanismo é um sistema mecanico capaz de transformar movimentos
e forgas. E responsavel pela transformacgao de um ou mais movimentos de entrada disponiveis
em um ou mais movimentos de saida desejados. No caso de um motor de combustao interna, o
movimento de translacao alternativa é transformado em um movimento de rotacao continua do
eixo das manivelas (virabrequim). Por outro lado, em um limpador de para-brisas, o movimento
de rotacao continua da manivela é convertido em um movimento de oscilacao angular da palheta.

movimento(s) movinemo(s)
de entrada de saida
disponivel(is) desejado(s)
—_— —
5 MECANISMO .
—_— —_—

Figura 1: Mecanismo: um transformador de movimentos.

Tradicionalmente, incluem-se na categoria de mecanismos aqueles formados por um conjunto
de barras conectadas por diferentes tipos de juntas, os engrenamentos de rodas dentadas e aqueles
que possuem camo e seguidor.
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Figura 2: Motor monocilindrico.
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Figura 3: Mecanismo limpador de para-brisas.

1.2 Componentes de um mecanismo

Topologicamente, os mecanismos séo formados apenas por seus elos (ou pegas), sejam eles mdveis
ou iméveis (fixas). O modo como estes elos se conectam depende somente da forma de suas
extremidades. Podemos imaginar, por exemplo, um elo no qual uma de suas extremidades possua
a forma de um pino cilindrico e que este elo, por sua vez, esteja conectado a um outro cuja
extremidade contenha um furo de diametro igual ao pino do primeiro elo. Desta maneira, os
deslocamentos possiveis do segundo elo em relagao ao primeiro serao um deslocamento angular em
torno do eixo do pino e um deslocamento linear ao longo do referido eixo. Como esta conexao define
um vinculo entre os dois elos, Reuleaux a denominou de par cinemaético e, no caso do exemplo, o
par cinemético é chamado de cilindrico.

peca2

pecaf

Figura 4: Exemplo de conexao entre duas pecas.

No entanto, de modo a auxiliar a analise da topologia de um mecanismo e, também, por
questoes construtivas, normalmente considera-se que um mecanismo seja composto por elos e
pares cinemédticos (juntas). Na fig.5, apresentam-se alguns tipos de pares cineméticos comumente
empregados na estrutura dos mecanismos.
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Figura 5: Tipos de pares cineméticos [6]

Quanto & maneira com que o contato entre os elos é mantido, os pares cineméaticos podem
ser fechados ou abertos. Nos pares fechados, a forma dos elos impede a sua separagao. Os pares
abertos, no entanto, necessitam de uma forca externa para manutencao do contato. Quanto a
natureza das regioes de contato entre os elos, os pares podem ainda ser inferiores ou superiores.
Nos pares inferiores, o contato se da sobre superficies, enquanto que nos superiores, o contato se da
sobre um ponto ou linha. Como exemplos de pares fechados e inferiores podem ser mencionados, as
juntas de revolucao (rotacao), esféricas e prisméticas. Como exemplos de pares abertos superiores,
pode-se citar o camo de disco e seguidor de sapata.

Ainda sob um ponto de vista tedrico, existe uma ténue distingdo entre mecanismos e as cha-
madas cadeias (ou correntes) cineméticas. As cadeias cinemdticas estao mais associadas a porgoes
ou subsistemas de um mecanismo, além do fato de nao incluirem a peca fixa, imével. As cadeias
cinemadticas, por sua vez, admitem uma pequena classificagdo (fig.6). Uma cadeia é dita aberta
quando existir apenas um unico caminho possivel entre um elo e outro da cadeia. No caso de
existir mais de um caminho entre dois elos, a cadeia é denominada fechada.

Figura 6: Cadeias cineméticas: (a) aberta, (b) fechada.



Da mesma maneira que se utilizam esquemas simplificados para representar circuitos elétricos,
hidraulicos e pneumaticos, também costumam ser adotados para representar mecanismos os cha-
mados diagramas cinemdticos. A fig.8 apresenta o diagrama cinemdtico do mecanismo de um
motor de combustao interna monocilindrico. Como se pode observar, em muitas situagoes, os elos
sao representados apenas por segmentos de reta. Para os pares cinematicos, contudo, nao existe na
literatura um consenso quanto ao par cinematico e sua respectiva forma de representacao. Assim,
foram também incluidas na figura 5, algumas formas alternativas para estas representagoes.

Quanto aos espagos em que os elos méveis executam seus movimentos, os mecanismos podem ser
planos, esféricos ou ainda tridimensionais. Nos mecanismos planos, os elos executam movimentos
em planos que sejam paralelos entre si. A categoria formada pelos mecanismos esféricos, compre-
ende o caso em em que os pontos de seus elos desenvolvem trajetorias sobre esferas concéntricas.
Os mecanismos tridimensionais, por sua vez, sdo representados por aqueles que nio satisfagam as
condigoes definidas para mecanismos planos ou esféricos.

Quanto aos tipos de cadeias cinemaéticas presentes em um dado mecanismo, eles podem ser
classificados como compostos por cadeias abertas e fechadas. Uma outra denominagao mais recente
para os mecanismos de cadeia aberta é chamé-los de seriais. Um outra categoria dentro dos
mecanismos de cadeia fechada sao os mecanismos ditos paralelos. Os mecanismos paralelos possuem
pelo menos duas cadeias ativas independentes, conectando a sua base (pega fixa) ao érgao terminal
(peca que realiza o movimento de saida). No caso da estrutura cinemdtica conter cadeias abertas
e fechadas, os mecanismos sao denominados hibridos.

A nomenclatura normalmente empregada para denominar um determinado mecanismo consi-
dera a sequéncia em que os pares cineméticos aparecem na sua estrutura (Ex.: RRRR, PRRR,

RSSR, 3 RRR, 6 UPS).

Figura 7: Mecanismo 3 RRR.

1.3 Graus de liberdade, mobilidade e conectividade

Considera-se que o grau de liberdade seja uma propriedade associada a um determinado par ci-
nematico. Esta propriedade refere-se ao ntimero de coordenadas independentes necessarias para
descrever a localizagao de um elo do par em relagao a um outro.

Deve-se ressaltar que, neste texto, considera-se que a mobilidade seja uma propriedade associada
a um determinado mecanismo. E um fndice utilizado para avaliar a capacidade de movimentagao
do mecanismo. Na maioria dos casos, coincide com o nimero de motores necessarios para a
movimentacao do mecanismo.

O termo conectividade refere-se a uma propriedade de um determinado elo em relagdo a outro,
sendo que ambos pertencem a mesma cadeia cinemédtica. Corresponde ao nimero de coordenadas
independentes necessarias para definir a localizagao de um elo em relacao a outro. Frequente-
mente, a conectividade podera ser determinada a partir da soma dos graus de liberdade das juntas
existentes entre os elos.



2 Mobilidade de mecanismos planos, esféricos e tridimensi-
onais

Como foi dito na segdo anterior, a mobilidade é uma propriedade associada a um determinado
mecanismo. Esta propriedade refere-se ao nimero de coordenadas independentes necessarias para
definir a configura¢ao ocupada pelo mecanismo. Na maioria dos casos, coincide com o nidmero de
motores (ou atuadores) necessirios para a movimentagdo do mecanismo. Para determinagao da
mobilidade de um mecanismo, normalmente emprega-se o critério de Kutzbach-Gruebler.

2.1 Critério de Kutzbach-Gruebler

O critério de Kutzbach-Gruebler pode ser definido pela seguinte equagao [1]
A—1
M=AN. 1) = Y (A= ), (1)
j=1

sendo que M é a mobilidade, A é um nimero que define o espaco de movimentagao do meca-
nismo, N, é o ntimero de elos incluindo o elo imével, np, ¢ o niimero de pares cinematicos que
permitem j graus de liberdade. Assim, para mecanismos que operem num espaco bidimensional ou
esférico, A = 3, deve-se empregar a equagao:

M = 3(Ne - 1) - 27’7,131 —np, (2)

Para mecanismos que operem num espaco tridimensional, A = 6, deve-se utilizar a seguinte
equacgao:

M = 6(]\[e — 1) — 5np1 — 471132 - 3np3 — 2np4 —np; (3)

Exemplo 2.1: biela-manivela. Este mecanismo, formado por quatro pegas (N.=4), possui
quatro pares cineméticos do tipo Py, um prismdtico (12) e trés de rotagdo (23, 34 e 41). Assim,
np, vale 4 e np,, zero, porque este mecanismo nao contém pares do tipo Ps. Utilizando a Eq.(2),
determina-se que a mobilidade é unitaria.

1 2 1 bloco
2 pistao
3
3 Dbiela
4 4 manivela
T

Figura 8: Biela-manivela ou PRRR.

Exemplo 2.2: camo de disco e seguidor de sapata plana. Este mecanismo é formado
apenas por trés pecas e trés pares cinematicos. Dois destes pares sao do tipo P;: 12 de rotagao
e 13 prismatico. O par 23 é superior e permite um movimento de roto-translacao da peca 3 em
relagdo & peca 2 sendo, portanto, do tipo P». Empregando-se a Eq.(2), obtém-se o valor 1 para a
mobilidade deste mecanismo.

Exemplo 2.3: suspensao veicular duplo-tridangulo. Observe o mecanismo da figura 10.
Considerando somente um dos lados do veiculo, tal mecanismo é formado por quatro elos e quatro
pares cinematicos. Os 4 elos s@o o chassi (1), as bandejas superior (2) e inferior (4) e a manga-de-
eixo (3). O chassi é a peca fixa, ou imével. Quanto aos pares cinemdticos, hd 2 pares de revolugéo
12 e 14 (np, = 2) e dois pares esféricos 23 e 34 (np, = 2) e, desta forma, a mobilidade deste
mecanismo assumird o valor 2. Esta mobilidade corresponde aos movimentos de subida ou descida
da roda, e do seu préprio giro de modo a receber a atuagdo do mecanismo da dire¢do (néo indicado
na figura).
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Figura 9: Camo de disco e seguidor de sapata plana.

Figura 10: suspensao veicular.

2.2 Meétodo da teoria dos grupos de deslocamento de Lie

Para determinados tipos de mecanismos, o critério de Kutzbach-Gruebler pode fornecer resultados
incorretos. Apenas a titulo de exemplo, considere o mecanismo RRRRRR da figura 12. Por se
tratar de um mecanismo 3D, determina-se a sua mobilidade utilizando a Eq.(3). Assim, tanto
A, como o numero total de pegas N, e np, valem 6. Conseqiientemente, M = 0 e, desta forma,
o critério de Kutzbach-Gruebler indica que o mecanismo RRRRRR é uma estrutura imével. No
entanto, a partir da construgao de modelos fisicos de tal mecanismo, observa-se que hd movimento
possivel.

Neste caso, para o célculo da mobilidade, recomenda-se empregar um método alternativo que
se baseia na teoria dos grupos de deslocamento de Lie [3, 4]. Assim, se o mecanismo analisado fosse
apenas formado pelos elos 1, 2, 3 e 4, o elo 4 seria capaz de executar, no espaco 3D, deslocamentos
lineares nas direcoes = e z, e um deslocamento angular em torno do eixo y. Por outro lado, se o
mecanismo analisado fosse apenas formado pelos elos 1, 5, 6 e 4, o elo 4 seria capaz de executar
no espago 3D, deslocamentos lineares nas diregoes y e z, e deslocamento angular em torno do
eixo z. A interseccao dos deslocamentos possiveis previstos para o elo 4 permite concluir que o

Figura 11: diagrama cinematico da suspensao.



Figura 12: Mecanismo RRRRRR.

tnico movimento independente seja a translagdo na diregdo do eixo z. Conseqiientemente, a sua
mobilidade serd unitaria. Em termos de aplicacao, pode-se empregar este mecanismo como uma
junta prismatica composta apenas por seis juntas de rotacao, ou ainda um mecanismo posicionador
da pega-placa 4 na direcao z, a partir de um atuador rotativo instalado em uma das juntas de
rotagao (p.ex., 12).

Movimentos da placa . :
{ Trans(X) U Trans(Z) U Rot(Y) )1234
n

( Trans(Y) U Trans(Z) U Rot(X) )1654

Trans(Z)

Figura 13: Movimentos possiveis da pega 4.



2.3 Exercicios

Ex 2.1: Construa os diagramas cinematicos dos
mecanismos das fig. 14 e 15.

Ex 2.2: Para os mecanismos das figs 16 a 19,
numere e identifique seus elos. Classifique com-
pletamente seus pares cinematicos. Determine
sua mobilidade, e compare o resultado obtido
com aquele correspondente & sua intuigao.

Ex 2.3: Determine a mobilidade do meca-
nismo da fig. 20. Qual é o movimento possivel
do elo que contém a garra? Onde vocé instalaria
os motores?

Ex 2.4: Construa os diagramas cinematicos
dos mecanismos das fig. 21, 22 e 23. Deter-
mine sua mobilidade e compare o resultado ob-
tido com aquele correspondente a sua intuigao.

Ex 2.5: Para o robé paralelo cartesiano, de-
termine sua mobilidade utilizando tanto o critério
de Kutzbach-Gruebler como o método da teoria
dos grupos de Lie. Comente os resultados.

Figura 14:

Figura 15:

o —

™, A

Figura 16:

Figura 17:

Figura 18:

I
O—777777—90

Figura 19:



Figura 20:

Figura 21:

Figura 24: Robo paralelo cartesiano
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3 Sintese (projeto) de mecanismos

3.1 Introducao

e Sintese x Anélise

De modo a compreendermos o termo sintese, podemos compara-lo com outro termo mais
familiar a andlise. Quando realizamos a anélise, o tipo de mecanismo é sempre conhecido,
enquanto que para a sintese o mecanismo é desconhecido. Na andlise, os parametros do
mecanismo sdo conhecidos; na sintese, estes sdo também desconhecidos. Com relagao aos
atuadores (motores) e sua localizacao, estes sao conhecidos previamente na andlise, enquanto
que na sintese, estes sao também desconhecidos. Com relagao ao movimento de saida for-
necido pelo mecanismo, para a andlise, este é desconhecido e, portanto, deve ser calculado.
Para a sintese, o movimento de saida é especificado.

e Sintese do Tipo e Dimensional

A sintese do Tipo tem por finalidade a geracdo de estruturas alternativas de mecanismos
que atendam, qualitativamente, aos movimentos de saida especificados. Os mecanismos
gerados sao decorrentes da aplicagao de métodos especificos de acordo com a categoria de
cada mecanismo. As caracteristicas dos mecanismos gerados estarao completamente definidas
e, portanto, saberemos o niimero total de suas pegas, os tipos de juntas presentes e o niimero
de atuadores necessérios.

A sintese Dimensional, por sua vez, se preocupa com a determinagdo dos pardmetros (di-
mensdes) associados as pegas do mecanismo de modo a que este satisfaca, quantitativamente,
aos movimentos de saida especificados.

e As duas filosofias de sintese: antiga e atual

Antiga: previa apenas a utilizagdo de um unico motor, sendo que os mecanismos presentes em
sua estrutura proporcionavam um ou varios movimentos de saida. Ex: torno convencional,
plaina limadora.

Atual: prevé o emprego de dois ou mais motores, sendo que a sua estrutura mecanica pro-
porciona, aliada a um sistema de controle adequado, uma ampla gama de movimentos de
saida. Ex: manipulador robdtico.

Comentarios: De modo geral, o emprego da filosofia antiga ocasiona um custo mais baixo
para o equipamento, porém este podera fornecer apenas determinados movimentos com pouca
ou nenhuma possibilidade de alteragao. Por outro lado, as maquinas projetadas segundo a
filosofia atual apresentam um custo mais elevado, porém sao flexiveis quanto a alteracao dos
seus movimentos (programéaveis).

~_ 0,405 = 1.000in
%8 T~ — 044 =3.352in
O04B =3.486in

e AB  =0846in.
y = logyox

Figura 25: Mecanismo para geracao de fungao
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Figura 27: Mecanismo para geracao de movimento

3.2 Definigao da tarefa

Para caracterizar as tarefas possiveis que os mecanismos podem realizar, devemos classificd-los em
duas categorias: os que possuem mobilidade unitdria (M = 1) e aqueles com mobilidade superior
a unitdria (M > 1).

No caso de mecanismos com M = 1, as tarefas compreendem, basicamente, geracdo de movi-
mentos ou trajetdrias repetitivas, ou ainda, o célculo de determinadas fun¢des matemaéticas [7]. Os
tipos de mecanismos freqiientemente empregados séo planos (2D), representados pelos quadriléteros
articulados e/ou biela-manivelas. Nao hd praticamente qualquer possibilidade de altera¢dao no mo-
vimento de saida gerado, a menos que um ou mais elos presentes na estrutura mecénica sejam
substituidos por outros de dimensoes distintas. Este assunto sera mais claramente abordado no
capitulo 5.

No caso de mecanismos com M > 1, as tarefas compreendem a execucao de movimentos ou
trajetorias programaveis dentro de um espaco de trabalho disponivel. Este espago de trabalho
pode ser representado por uma regiao retangular no plano, uma esfera ou até mesmo um cilindro.

3.3 Meétodos de sintese do Tipo

Os métodos de sintese do Tipo, apresentados a seguir, tratarao apenas da categoria de mecanismos
com M > 1. O método baseado no critério de Kutzbach-Gruebler pode ser empregado na sintese
de mecanismos de cadeia aberta ou fechada. Os outros métodos tratados nas segoes 3.5 a 3.7 se
aplicam exclusivamente a mecanismos de cadeia fechada.

3.4 Critério de Kutzbach-Gruebler

E o método mais tradicional de sintese do Tipo. As especifica¢oes de projeto preliminares referem-
se a mobilidade propriamente dita e & dimensao do espago A onde o mecanismo devera operar. A
seguir, tomando-se a Eq.(1), obtem-se uma relagdo entre o ntimero total de pecas N, e o nldmero
de juntas np,.
7 . . 7’ . . .
No caso de mecanismos de cadeia aberta, que correspondem a uma tunica cadeia aberta ativa,
formada apenas por juntas do tipo P;, P ou R, a eq.(1) representard uma relagdo entre N, e np,.

12



Exemplo 3.1: Considere que o objetivo da sintese seja gerar um mecanismo de cadeia aberta
e tridimensional, em que um ponto do seu elo terminal (end-effector) realize trés deslocamentos
lineares (translagdes) ao longo dos eixos X, Y e Z. Assim, A = 6 ¢ M = 3. De acordo com a Eq.(1),
e admitindo que a arquitetura a ser gerada contenha apenas juntas do tipo P;, tem-se

9+ 57LP1 = 6Ne (4)

Tabela 1 - Determinagao de valores consistentes para np, e N, dada a Eq.(4)

np, Ne
1 73
2 19/6
3 4

Como se pode observar da tabela 1, os menores valores consistentes para np, e N, sao, respec-

tivamente, 3 e 4. Portanto, ha até 8 combinagoes possiveis de solugao como pode ser constatado
pela fig.28.

Jointed = KINEMATIC STRUCTURE
‘ S . II #
| 2% RRR :
[® , I
| T

RPR
- b L]
- I~
o8 PRR
#a
55
[= |
| rRRP
I
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| PRP |
i l
— |
g |
-
i |
%::; Cylindrical
o
i
I
I
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o
-
I EE - Cartesian
= E. r’.-“'

Figura 28: Diferentes tipos de mecanismos de cadeia aberta para M = 3

No caso de mecanismos de cadeia fechada, o universo de solugoes é geralmente muito maior
porque podem existir varias cadeias contendo juntas ativas ou passivas, cujos tipos podem variar

entre P; a P3. Por causa disto, recomenda-se para a sintese do Tipo destas estruturas os métodos
das secoes 3.5 a 3.7.
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3.5 Meétodo da enumeracao de cadeias ativas

O método da enumeragio das cadeias ativas [2] admite algumas hipéGteses vélidas que funcionam
como restrigbes. Uma vez que a dimensao do espago A onde o mecanismo deverd operar estiver
definida, admite-se que o nimero de cadeias ativas m - aquelas cadeias cineméticas que conectam
o elo imével ao elo terminal - seja igual a mobilidade M. Para ser considerada ativa, a cadeia
cinematica deve possuir pelo menos uma junta ativa, ou seja, que haja um motor entre os elos que
a junta conecta. A propriedade conectividade associada a cada cadeia ativa serd a conectividade
do elo terminal em relacao ao elo imével, seguindo um caminho ao longo desta cadeia. Além disso,
a conectividade total Cr, definida como a soma das conectividades de todas as cadeias, pode ser
determinada empregando a Eq.(5).

C’T:iCkZ()le)M—)\ (5)
k=1

A conectividade da k—e¢’sima cadeia deve ser restrita a valores entre M e A, seus limites inferior
e superior, respectivamente, conforme indicado na Eq.(6). A partir destes valores calculados, pode
se enumerar um grande nimero de mecanismos que satisfacam estas condigoes (fig.29).

M<C,<A (6)
moving
platform
R link
joint
Tr TR T I7TTITTd
1 2 base m -3 output motion

— input motion

¢
active limbs

Figura 29: Mecanismo de cadeia fechada com m cadeias ativas

Exemplo 3.2: Considere que o objetivo da sintese seja gerar um mecanismo tridimensional,
que seu elo terminal seja capaz de realizar 3 deslocamentos lineares (posicionamento) ao longo dos
eixos X, Y e Z, além de 3 deslocamentos angulares (orientagéo) ao longo dos mesmos eixos. Assim,
A =6e M = 6, a conectividade total calculada pela Eq.(5) serd 36. De acordo com a Eq.(6),
Cy, para k = 1,...,6 vale 6. Desta forma, uma solucao possivel para esta caso é a plataforma de
Gough-Stewart 6UPS, utilizada como Simulador de v6o da aeronave MD11 (fig.30).

3.6 Meétodo da adigao de cadeia passiva

O método da adicao de uma cadeia passiva considera que os deslocamentos independentes e
possiveis do elo terminal (plataforma mével), num determinado espago de movimentagao, sejam
restringidos pela cadeia passiva a ele conectada. De fato, a cadeia passiva deve ser cuidadosa-
mente selecionada de tal modo que o nimero M e os tipos de deslocamentos disponiveis para o elo
terminal correspondam aos desejados (fig.31).

Copr =M (7)
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Figura 30: Simulador de voo da aeronave MD11

Além disso, para nao restringir ainda mais os deslocamentos possiveis do elo terminal, as conecti-
vidades das m cadeias ativas remanescentes devem ser iguais a .

Ci=Cy=..=Cp = (8)
Conseqiientemente, a conectividade total Cr torna-se

Cr=(M\+1)M 9)

1 2 m m+1

active limbs passive limb
Figura 31: Estrutura paralela com uma cadeia passiva e m ativas

Exemplo 3.3: Considere que o objetivo da sintese seja gerar um mecanismo tridimensional,
cuja elo terminal realize 2 deslocamentos angulares ao longo dos eixos X e Y, e um deslocamento
linear na direc¢do radial, proporcionando um espago de trabalho esférico. Assim, A =6 e M = 3,
e de acordo com a Eq.(7), C4 = 3. A cadeia passiva que satisfaz estas condigoes serd a UP.
As conectividades das demais cadeias Cy (k = 1,2,3) devem valer 6. Desta forma, uma arquite-
tura possivel para resolver este problema sera a 3UPS+UP, também utilizada como maquina de
usinagem (tricept).

3.7 Meétodo alternativo

Este método alternativo de sintese envolve trés passos descritos a seguir:

Passo 1) Considere como ponto de partida, uma arquitetura gerada pela aplicagdo do método
da adicao da cadeia passiva.

Passo 2) Entao, elimine uma das cadeias ativas.
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Figura 32: Maquina de usinagem Tricept

1 2 m-1 m

~
active limbs

Figura 33: Estrutura paralela com m cadeias ativas

Passo 3) Finalmente, transforme a cadeia passiva em ativa.
De acordo com os passos 1 e 2, a conectividade da cadeia que restringe o movimento da platforma
movel é

Cn=M (10)
enquanto que as conectividades das cadeias ativas remanescentes m-1 devem ser iguais a .
Ci=0C=...=Chp_1=A (11)

Conseqilientemente, a conectividade total C'r torna-se
Cr=>)Y Cp=AM-1)+M=(\+1)M -\ (12)
k=1

O terceiro passo é realizado pela escolha de uma junta dentre as utilizadas na cadeia passiva e,
em seguida, o acoplamento de um atuador entre os elos que ela conecta. Este atuador fornecera
um movimento de rotacao ou translagao dentre os graus de liberdade disponiveis para esta junta.
Preferencialmente, para reduzir as inércias das pecas moéveis, a escolha deve recair sobre a junta
mais préxima da base do mecanismo (fig.33). Pela observagao das Eqs. (10-12), pode-se perceber
que este método satisfaz as mesmas condi¢oes do método da enumeracao das cadeias ativas.

Exemplo 3.4: Admita que o objetivo da sintese seja gerar um mecanismo plano de mobilidade
igual a 2, sendo que seu elo terminal apenas realize dois deslocamentos lineares independentes.
De acordo com o passo 1, um mecanismo vidvel para a tarefa seria o 2 RRR+PP. De fato, a
conectividade da cadeia passiva é 2, enquanto que as connectividades das outras duas - Cy e Cs -
valem 3. Aplicando o passo 2, elimina-se uma das cadeias ativas RRR. Finalmente, converta em
ativa a cadeia passiva instalando um atuador para guiar o movimento da junta prismatica mais
proxima a base. A figura 34 indica que o mecanismo paralelo sintetizado é o RRR+PP.
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Figura 34: Mecanismo plano RRR+PP

3.8 Formas alternativas de atuacao

Os atuadores (ou motores), localizados nas juntas ativas, devem ser instalados preferencialmente
na base ou junto a base. As juntas ativas sdo normalmente do tipo P;, de rotacdo ou prismaética.
No caso de juntas R, os atuadores comercialmente disponiveis sao motores elétricos rotativos
(de passo, de corrente continua CC, de corrente alternada CA) e motores rotativos hidrdulicos ou
pneumaéticos.
No caso de juntas P, as formas possiveis de atuacao sao as seguintes:

e motor elétrico rotativo com eixo acoplado a um fuso com guia linear

e motor elétrico rotativo com eixo acoplado a duas polias dentadas, com transmissao por correia
a uma guia linear

cilindro hidrdulico ou pneumaético

motor elétrico linear

3.9 Exercicios

Para os exercicios 3.1 a 3.3, desenvolva a sintese do Tipo empregando tanto o critério de Kutzbach-
Gruebler (mecanismo de cadeia aberta) como o método da enumeracdo de cadeias ativas (meca-
nismo de cadeia fechada). Indique as juntas ativas e comente acerca das formas de atuagao.

Ex 3.1: Sintetize um mecanismo esférico, sendo que seu elo terminal realize 3 rotagoes em
torno dos eixos X, Y e Z.

Ex 3.2: Obtenha um mecanismo tridimensional, sendo que seu elo terminal seja capaz de
realizar deslocamentos lineares apenas na diregao Z e deslocamentos angulares nas direcoes X e Y.

Ex 3.3: Gere um mecanismo tridimensional, sendo que seu elo terminal execute deslocamentos
lineares nas diregoes X e Z, e deslocamentos angulares nas direcoes X e Y.

Para os exercicios 3.4 e 3.5, desenvolva a sintese do Tipo empregando o método da adicao de
uma cadeia passiva. Indique também as juntas ativas e comente acerca das formas de atuagao.

Ex 3.4: Gere um mecanismo esférico em que seu elo terminal execute deslocamentos angulares
nas diregoes X e Y.

Ex 3.5: Gere um robo tridimensional cuja garra percorra um espaco de trabalho cilindrico.

Para os exercicios 3.6 e 3.7, desenvolva a sintese do Tipo empregando o método alternativo.
Indique também as juntas ativas e comente acerca das formas de atuagao.
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Ex 3.6: Gere um mecanismo plano de tal modo que seu elo terminal realize deslocamentos
lineares nas diregoes X e Y, propondo uma solugao diferente daquela apresentada no exemplo 3.4.

Ex 3.7: Gere um rob6 3D cuja garra percorra um espaco de trabalho cilindrico.

4 Analise cinematica de mecanismos planos

4.1 Finalidade

Observar o comportamento da estrutura de mecanismos pela determinacao de posigoes, deslo-
camentos, velocidades e aceleragoes de pontos, pecas da estrutura, admitidos conhecidos seus
pardametros (grandezas que ndo variam com o tempo) e o movimento imposto pelo atuador ou
especificado para a ferramenta. Como resultado desta determinacdo, torna-se possivel avaliar,
por exemplo, o espago de trabalho de um robd, prever os movimentos das pegas de uma retro-
escavadeira, ou até mesmo, verificar a ocorréncia de configuragoes de travamento ou incontrolabi-
lidade de um mecanismo.

4.2 Localizacao de um ponto

Nesta subsecao, para a descrigao da localizagao de um ponto no espacgo 2D, sera adotada a notagao
matricial, utilizando-se uma transformacao fundamental denominada transformacdo homogénea
[5]. Considere que “rp represente o ponto P cujas coordendas sejam expressas na base A, Prp
represente o mesmo ponto P, com suas coordenadas definidas na base B e [*T] a matriz de
transformagao homogénea que converte as coordenadas de P da base B para a base A. Deve-se
enfatizar que os tamanhos das matrizes e vetores empregados sao tais que as equagoes deduzidas
sao validas para o movimento plano, ou seja, o caso bidimensional. Assim,

] =[] (13)
sendo
[AT5] = { Rzl “ros ]
= o8 )
0" =[0 0]

Demonstracgao: Considere duas bases A e B, definidas, respectivamente, pelos versores ia, ja
e ig, jB, bem como por suas origens O4 e Op (fig.35). Admita que a base B esteja rotacionada
de um angulo € em relacao a base A. Desta maneira, os versores ig e jg podem ser escritos em
funcao de 6 e dos versores ia € ja.

ip = cosblia + senfja (14)

jB = —senbip + cosfja (15)
A seguinte equacao vetorial é vélida para um vetor v, expresso em fungao dos versores ig € jg
v=(v-ip)ig + (v-jB)is = (Pv.)is + (Pvy)is
Analogamente, o mesmo vetor v também pode ser expresso em funcao dos versores ia € ja
v =(v-ia)ia+ (v-ja)ia = ("va)ia + (Mvy)ia
Igualando-se as duas equacgoes vetoriais anteriores, obtem-se

(“vo)ia + (Mvy)ia = Puo)is + (Puy)is (16)
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O i,

Figura 35: Bases A e B, ponto P e vetor v

Substituindo-se os versores ig e jg em funcao de ip e ja, obtem-se

(Yvp)ia + (Mvy)ia = [(Puy)cosd — (Puy)senblia + [(Pu,)send + (Bu,)cosb]ja

Assim,
Ay = (Puy)cosh — (Pu,)send
Ay = (Pug)send + (Puy,)cosd
Conseqiientemente,
Avm _ [AR ] Bvx
Ay, | =UBBL By
sendo ; )
A | cosd —sen
[ Rp] = [ send cos }

Admita, sem perda de generalidade, que o vetor Prp seja igual ao vetor Bv
BI‘p = BI‘p — BI‘OB = BV

o ponto Arp serd

AI‘p = AI'OB + AV = AI‘OB + [ARB]BPP (17)
Observe que o resultado da eq. 17 coincide com a expressao da eq.72. Note ainda que
[“Rp]=[ 4is ‘B |

Transformacao inversa: Resta-nos ainda determinar a expressao da transformacao inversa
[ATB_l]. Partindo da eq. 17, e multiplicando-se cada lado pela matriz [*Rp]~!

AR "rp] = ["RE" [ ro,] + [*Re] [ Ra)[Prp]
Reorganizando-se a eq. anterior, obtem-se
Prp = ["Rp] "' ["rp] = ["Rp] "' ["ros]
Partindo das eqgs. vetoriais 14 e 15, pode-se concluir que

ian = cosbig — senfjp (18)
ja = senbip + cosbjp (19)
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Substituindo os versores ip e ja na eq.16, obtem-se
B A
Vg __[B Vg
[va}[ RA}[A%}

sendo
costl  senb }

—senf  cosf

PRal = |

Perceba ainda que

[*Rp)™ = ["Rp]" = [ ﬁ;g’: ]
Portanto,

{ qu } . [ Arq } (20)
sendo P4 = (AT = [ [ARBgi *[ARB]T[AroBl] }

4.3 Formulagao do problema

Para esclarecer a aplicagao da teoria apresentada na segao anterior, na situagao em que existam
mais de duas pegas na estrutura do mecanismo, sera apresentado o exemplo de um rob6 plano.

Figura 36: Robo RR

Exemplo 4.1: Robd RR. Considere o rob6 de cadeia cinemética aberta RR, apresentado na
fig. 36. Seus parametros sao os comprimentos l; e ls, correspondentes as dimensoes das pecas 1
e 2. Pretende-se com esta andlise obter a relacdo matemética entre as coordenadas “zp e %yp do
ponto P nas base 0 e os angulos 81 e 603, referentes aos deslocamentos impostos pelos atuadores
instalados nas duas juntas de rotacao presentes em sua estrutura cinematica.

2] -emem] 7]

sendo
cosy —senf; O
[0T1]= senf; cosf; 0
0 0 1
costly —senbly g
[1T2]: senbo cosfy 0
0 0 1
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Opp = [ 0rp Oyp ]T
Ozp lacos(61 + 02) + l1cosbq
Oyp | = | lasen(0y + 02) + l1senb; (21)
1 1

Considere os seguintes valores numéricos para o robd do exemplo: I, =l = 1, §; = 30° e
0, = 60°. Aplicando-se a eq.21, obtem-se z = /3 /2 ey =1,5. Observe que a relagio matemadtica
entre as varidveis e os parametros deste robo, também pode ser expressa por duas fungoes nulas
(I)l € (1)2

(o} (01, 02, x,y,l1, 12) = l1cos67 + 12008(91 + 92) —z=0
Dy(01,02,7,y,11,1l2) = lisendy + lasen(0y + 02) —y =0

De modo geral, a formulacao do problema da andlise cinematica de posicao, trata da obtencgao
da equagao geral

®(qr,qp,L) =0 (22)

sendo qy, o vetor cujos elementos representam os deslocamentos dos atuadores, qp, outro vetor
cujos elementos correspondem as coordenadas associadas ao ponto P pertencente a garra, L, o vetor
cujos elementos sao parametros do mecanismo. No caso do exemplo, estes vetores sao Mx1, sendo
M a mobilidade do mecanismo.

4.4 Resolugao das equagoes

Apo0s a obtengao das relagoes matematicas por métodos vetoriais ou matriciais, ou seja, o vetor-nulo
de fungoes definido pela eq. 22, tais equagoes podem ser resolvidas através do emprego de métodos
analiticos ou numéricos. Alguns destes métodos serdao apresentados nas préximas subsecoes.

4.5 Método analitico

Para um grande ntimero de mecanismos, tanto planos como tridimensionais, apds a modelagem
matematica é necessario resolver a seguinte equagao na incognita 6

Ecosf+ Fsend +G =0 (23)

sendo E, F e G coeficientes conhecidos, fungao dos parametros e de variaveis conhecidas do me-
canismo. Uma maneira bastante recomendada na literatura sugere que se ralize a seguinte trans-
formagao de variavel

. 0
u=1g=
2
Consequentemente, derivam as seguintes expressoes para cos f e senf), respectivamente,

2u
1+u2

0 1—u?
cosf = T

sent) =
Substituindo as duas expressoes anteriores na eq.(23), obtem-se

(G- EW?+ (2F)u+ (G+E)=0 (24)

que representa uma equagao polinomial do 2.° grau na incégnita u, que por sua vez é funcao de 6.
A solugao de tal equagao recai nos seguintes casos:

1. G=E,
uw=—(G+ E)/(2F)
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Figura 37: Quadrilatero articulado

2. G+E,
PV -G B
“= G-E

Observe que para cada valor de u, calculado pelas expressoes anteriores, corresponde um tnico
valor de 6.

Exemplo 4.2: As eqgs. (25) s@o obtidas a partir da modelagem matemdtica do quadrildtero
articulado, (fig.37), formando um sistema de 2 egs. a 2 incégnitas

Locosfy + Lycosfs = Ly + Lycosfy (25)
Losenbfs + Lysenfls = Lysenfy

Para eliminar a incégnita 63, isolam-se os termos em cosfs e senfls nas eqs. (25), respec-
tivamente, e elevam-se estas eqs. ao quadrado. A seguir, as novas egs. devem ser somadas.
Simplificando a eq. resultante e dividindo-a por L2, obtem-se

Ecosfy+ Fsenby + G =0 (26)
sendo o o
B-_22 0 M1
T cos by + T
P —2Losenby
Ly
G = —Lg + L% + Li + L% — 2L Ly cos By
L
Admitindo que Ly =2, Ly = L3 = Ly = 1 e que 05 seja 0,
-2.1.1 2.2
E = —
1 + 1
F=0
-1l +4+1+1-2211

G 5—4=1

1

Como
(G- E)?+ (2F)u+ (G+E)=0

(-Du*+3=0

u? =3
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Assim, u = ++/3. Para u = /3,

0_1—u2_1—3_ 2 1
COSUETT 2 T 143 1 2
2 23 2v3 V3

senfy = = = = —
1442 143 4 2

Portanto, 8, = 120°. Para u = —/3,

9 = —— =
T TS 1 2
Portanto, )}, = —120". Para resolver o sistema original, resta-nos ainda calcular 6.
2+ 351 -11 1
Qo =2 "7 _
cos 03 T 5
b 210 _ V3
senfs = 1 =
Assim, 65 = 60°
2+3b-11 1
cosffy = —2 " =~
1 2
=510 3
senfly = —2——— . = —g

Assim, 0} = —60°

4.6 Método da Eliminacgao Dialitica

e Finalidade: Transformar um sistema nao-linear de n eqgs. e n incégnitas em uma eq. polino-
mial de grau p contendo apenas uma unica varidvel [2].

e Exemplo 4.3: Seja dado o seguinte sistema de equacoes:

52% 4 5y — 6xy —8 =0 (27)
4y —2r=0 (28)

Para iniciar a aplicacao do método, reescrevem-se as eqs., apresentando-as em funcao de
apenas uma das 2 incognitas.

5y% 4+ (—62)y + (52% — 8)y" =0 (29)
y? 4+ 0yt + (22 —22)y" =0 (30)

As egs. anteriores sao reescritas novamente a partir de uma mudanca nas varidveis

Avy + Bvy +Cvy =0 (31)
D'UQ +0’U1 +E"U0 = 0 (32)
sendo vy =42, v1 =yt v =9°,A=5,B=—62,C=522-8,D=1,FE=22—-2z2.

Observamos que o sistema passa a ser formado por duas egs. e 3 incégnitas (vg,v1,p).
Multiplicando por y cada uma delas, vem

A’U3 + B’Ug + CUl + O’UO = 0 (33)
D’Ug —|— O’UQ + EUl —|— O’UQ = 0 (34)
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Assim, o sistema formado pelas 4 egs. anteriores passa a ter 4 incégnitas (vs, va, v1,vp).

Mv =0 (35)
sendo
0 A B C
0 D 0 F
M=\ 4 B c o
D 0 FE 0
U3
V2
/U:
vy
Vo

Como vy = 1, a solugao de tal sistema nao pode ser a trivial (0,0,0,0) e, consequentemente,
o determinante da matriz M deve ser nulo.

detM = —(AE)* + ACDE — B*DE + DC(AE — CD) =0 (36)
Finalmente, surge a eq. polinomial de 40. grau na variavel x
—3621 + 722 — 1002 4+ 160z — 64 = 0 (37)

As solugoes da eq. anterior sdo x = (0.5237,1.5734, —0.0486 + 1.468;5, —0.0486 — 1.4685). A
outra incognita y pode ser calculada pela eq. a seguir

_ 10z —38
v= 6x
Como interpretagao dos resultados, as raizes reais da eq. polinomial correspondem aos pontos

de interseccao entre uma elipse e uma circunferéncia. Observe a listagem do arquivo elim
dial.nb (fig. 38,39) referente aos célculos realizados pelo software Mathematica.
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elim_dial.nb

M={{0,a,b,c}, {0,4,0, e}, {a, b, e, 0}, {4, 0, &, 0}}
{{0, a, b, ¢}, {0, d, 0, e}, {a, b, c, 0}, {d, 0, e, 0}]

MatrixForm[M]

b

oA
ocooon

0
c
e
Det [M]

-c'd*-p'de+2acde-a’e’

—eld?-bp*de+2acde-a’e’ /. a+5/.b+-6x/.c+5x"2-8/.d+1/. e+x"2-2x
362 (2% +%5) =25 (-2x+%x7)  #10 (-2 x+x*) (-8 +5x%) - (-8 + 5 x)°

Expand [%]

-64+160x-100x% +72 x> -36x*

Simplify[-64 + 160 x - 100x + 72 x - 36 x')

-4 (16 -40x +25x* - 18 x* + 9 %)

In{iz]:= NSolve[l6-40x+25x’ -18x"+9x'= 0, x]

out[12]= {{x-+-0.0485658-1.468031},
{x—+-0.0485658 +1.46803 1), {x=0.523707}, [{x—=+1.57342)}}

Solve[5x’ + 5y -6xy=-8s=0, y]

oueri6j= ({y= 5 (3%-2VEVE-2% )}, {y=+ 3 (3x+2VZ V527 )}}

3
o
L]

Figura 38: Listagem e resultados do arquivo ”elim dial.nb”, escrito para Mathematica.

4.7 Método numérico de Newton-Raphson

e Finalidade: Resolver um sistema nao-linear de n egs. e n incégnitas empregando um método
numérico [6].

e Exemplo 4.4: Seja dado o seguinte sistema de equacoes:

@1(93, l) = Lycosfy 4+ Lycosfs —1 =0 (38)
(I)Q (03, l) = L286n92 + L3$€n03 =0 (39)
obtido a partir da modelagem matematica de um mecanismo biela-manivela. Tal sistema é

formado por duas equacoes e duas incognitas 03 e . Admita que seus parametros Lo e Lg
tenham valor unitario.

Reescrevendo as egs., temos:

®41(03,1) = cosfla 4+ coslfs — 1 =0 (40)
@2(03, l) = sin 92 + sin03 =0 (41)
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elim_dial.nb

Plot[{z (3x-2VI V5-2%), = (3x+2VI V5-2%), -VIx-=, VIx-¥},

{x, -3, 3}, a..pcuam-.htmuc]

Plot::plnc : :? (¥x-2 T VS-Times{<23] | L3 sot a sachine-size real nusber at x = -1.. More..
Metziplar @ .]5 [2 n-:-,"? y’sa.':j...ﬁu:m: | is met & machine-si=e real nusber at x = -2.7566. More..

Plot::plag : ;-.i' [3x-2+2 E-Timea[<2s] | L# not 3 machine-size ceal nusber at x » -2.4%115. More..
Generalizstop : Further ocutput of Plot::plar will be suppressed durisg this calculation. More..

:.siﬁ\l

e 1} //-"ﬂ\
/ N .
Py / \
/ f
/ 0.5[ / \‘_
/! ' \ B
/ \
=1. -1 -0.5 |
J
/
'/
[
= Graphics -

Inflj:= WSclve[l6-40x+25x  -18x’ +9x' = 0, x]

outfi]m ({x=-0.0485658 - 1.468031},
{x +-0.0485658 + 1.46803 i}, {x- 0.523707}, {x-1.57342}}

In(7}:= Y= (a®@ -de)f(db) /.2 +5/.b+-6x/.c+5x"2-8/.d=»1/.e-x"2-2x

_3-532+5 (-2 x + x%)
6x

Out[7]=

Inf8]:~ Expand[%]

QUE[8] = -;- - ;—x
5 4
Inf#]t= ? - 3— /. x-»0.5237T0691873868793
x

oucfal= -0.8795287

5 4
Infl0}e= ? - —3 f.x%=-»1.57T34247161536508
x

outflo)= 0.819258

Figura 39: Outros resultados e graficos do arquivo ”elim dial.nb”, escrito para Mathematica.
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Figura 40: Biela-manivela

Os diferenciais d®; e d®-> podem ser calculados da seguinte maneira:

0D 0P,
0P, 0Dy
Py = —= — 4
ddy 99, dfs + 3l dl (43)
sendo que
921 _ o
a6, senfs
0P,
719
ol
0Py
8793 = cos b3
0Py
o

Admitindo que, para implementacdo do método, os diferenciais sejam aproximados por pe-
quenas variacoes, as eqs. anteriores podem ser reescritas novamente na forma matricial

|: Aeék) :| _ @gk—H) _(bgk) ]
- k+1 k
Al ol — o)

—sen9§k) -1

44
cos Gék) 0 (44)

sendo que o indice k refere-se ao valor da variavel correspondente na k-ésima iteragao. O
método de Newton-Raphson define, como direcao de busca, a condigao em que os valores

~ k+1 k+1) . . N sk
das funcoes (I>§ T e <I>g + sejam nulos. Desta forma, os incrementos as varidveis 9; ) e 1K)
serao, respectivamente,

o)

AGP) = —2 (45)
° cos 9§k+1)
AI®) = (—send?) A0S + oF) (46)

O objetivo deste exemplo é determinar 65 e I, admitindo que 5 seja 45°. Considere conhecida
a configuracdo inicial deste mecanismo, situacdo em que 0%0) = 600, 0:(30) =—60el1® =1.
O critério de convergéncia normalmente adotado estabelece que a busca termina quando os
incrementos das incégnitas forem inferiores a 1077.

1" = cos 45 + cos(—60) — 1 = 0,707+ 0,5 — 1 = 0,207
<1>§°) = send5 + sen(—60) = 0,707 — 0,866 = —0, 159
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0,159
0,5

Al = (0,866)0, 318 + 0,207 = 0, 4824

ABY) = = 0,318 rd

65" =0 + A6y = —1,05+ 0,318 = —0,729 rd
1D =70 L AI®) =1 40,4824 = 1,4824

o) (ra)  1® oM a8 A (rd) AlLk)
—1,05(—600) 1 0,207 —0,159 0,318 0,4824
—0,729(—41.8%) 1,482  —0,0202  0,0408  —0,0547 —0,0656
)
)

—0,7839(—44.9°) 11,4164  —0,0011 0,0011  —0,0016 —0,0022
—0,7855(—45%) 11,4142 —5,8.107° —7,2.107° 1.107% 1,4.107°

W N = O T

4.8 Andlise de velocidades e aceleracoes

As secOes anteriores trataram da andlise cinemadtica de posigoes. Dentre as aplicagoes da analise
de velocidades e aceleracoes encontram-se a avaliagao de desempenho, planejamento de trajetérias,
etc. Derivando-se em relacao a varidvel tempo a eq.72, obtem-se a expressao da velocidade do
ponto P na base A.

] =g e (47)

arrastamento relativa

Analogamente, derivando-se a eq. anterior em relacao ao tempo, obtem-se a expressao da aceleragao
do ponto P em relacao & base A.

R e e A N <48>

arrastamento coriolis relativa

Exemplo 4.5: Rob6 RR. Para o robo da fig.36 , anteriormente mencionado no exemplo 4.1,
podemos determinar a velocidade do ponto P, derivando-se em relacao ao tempo a eq. 49

e ] ®

Assim, obtem-se

7)o 2] )

sendo

cos(01 + 02) —sen(01 4+ 62) licost,
[0T5) = Ty ['Ts) = | sen(6; + 6-) cos(01 + 62) l1senb,

0 0 1
. —sen(0; + 92)(9:1 + 92) —cos(6 + 92)(9:1 + 92) —llsen919:1
[0Ty] = cos(01 + 02)(01 + 02)  —sen(0y + 02)(01 + 62) l1c0s616,
0 0 0



Conseqiientemente, o vetor *ip serd

0p _ O%p _ | —lasen(6r + 92)(6’..1 + 92) — llsen910:1
P Oy 12608(01 + 92)(91 + 92) + l1cos610;

yp
Podemos rearranjar a eq. anterior da seguinte forma

1 0 i’p _ 71156%01 - 128671(91 + 92) 7125671(91 —+ 02) él
0 1 up | l1c0s61 + lacos(01 + 02) lacos(01 + 6) G

De modo geral, a andlise cinemética de velocidade de um mecanismo pode ser formulada a
partir da equacao geral

Jpdp = —Jrdr (51)

sendo {7, o vetor cujos elementos representam as derivadas em relacao ao tempo das coordendas
indenpendentes, no caso, as velocidades associadas aos atuadores; {p, outro vetor cujos elemen-
tos correspondem as derivadas temporais das coordenadas dependentes, no caso, as velocidades
associadas ao ponto P da garra, as matrizes Jp e J; sao denominadas jacobianos das coordenadas
independentes e dependentes, respectivamente. O vetor ¢y possui dimensao Mz1, enquanto que o
vetor qp tem dimensdo (n — M)x1, sendo M a mobilidade do mecanismo e n o ntimero total de
coordenadas.

Seguindo esta notagao, ao se impor as velocidades das juntas ativas, o vetor x pode ser calculado
da seguinte forma

ap =—Jp " Jras

Por outro lado, especificando-se a velocidade da garra, ou peca que realiza o movimento de
saida, pode-se determinar o vetor qr

ar=—-Jr 'Jpap

Voltando ao exemplo 4.5, a aceleracao do ponto P, em relacao a base 0, vale

(73]

0 iip lo[—cos(61 + 92)(91 + 92)2 — sen(6 + 92)(91 + 92)] - l1003919:122 - llsen919:1
{ 0 } = yg = | la[—sen(0; + 602)(01 + 02)% + cos(61 + 02)(01 + 62)] — l1senb01” + lycosb0;
0

Exemplo 4.6: Mecanismo biela-manivela RRRP. Note que a notacao do angulo para a
peca 3 é diferente daquela adotada na fig.40. Como este mecanismo possui mobilidade unitéria,
considere a situac¢ao em que o eixo de um motor rotativo esteja acoplado a pega mével 2 (manivela).
Para esta analise, admita que o movimento imposto pelo motor seja completamente conhecido.
Conseqilientemente, 65, 6, e B ndo sio incégnitas, mas seus valores sao conhecidos para qualquer
configuracdo ocupada pelo mecanismo durante o seu ciclo de movimento. Além disto, adotaremos
a seguinte simplificacao na notagdo empregada durante o desenvolvimento das equagoes

costlj =c; sent; =s; ji=2,3
Laoc
1 2 2C2
ol =m) | T = Leso (52)
1 1
1
sendo
Coy —89 0
[1T2] = S92 C2 0
0 0 1
T
rp= [ L2 0 ]

Por outro lado,
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Figura 41: Biela-manivela2

Lsc + L1
1y 3p 363
[ 1 } = ['T3] { 1 ] = Lsss (53)
1
Igualando os resultados das eq.s(52) e (53), conclui-se que
Loco = Lscs + Ly Losy = L3ss

Derivando-se em relac¢do ao tempo a eq.(52)

= een | ]

i, ) 2, —829:2 —029:2 0 Lo —L2829:2
[ 0 } = ['T3] [ 1 ] = cafly  —s20p 0 0|= Locybs (54)
0 0 0 1 0

Derivando-se em relagdo ao tempo a eq.(53)

11', . 31‘ 31',
] = | rm|
Ly . By 4 —839:3 —639:3 L1 Ls —L35393 + I;'l
[ 0 } = ['T3] { 1 } = c3f3  —s3b3 0 0= Lscs03 (55)
0 0 0 1 0
Igualando os resultados das eq.s(54) e (55), conclui-se que
—Lasalo = —Lgssfs + L1 Lacaby = Lscsbs
Consequéntemente,
. Loco . .
03 = 0
L= (22,
Ll = L2(82 + Cgsi)ég
cs
De acordo com a notagao da eq.(51),
Jp=1 Jr = —Lao(s2 + c222)

Deve-se observar que no caso em J; for nulo, o mecanismo biela-manivela ocupa uma configuracao
singular. Na verdade, ha duas configuragoes singulares possiveis que correspondem ao alinhamento
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entre os pontos O, A e B. Estas configuragtes podem se tornar criticas, eventualmente ocasionando
travamentos indesejaveis.
Derivando-se em relagao ao tempo as eq.(54) e (55), obtem-se

) .
L2(*¢292 *8292)

li:A . 2I‘A . .
|: 0 :| = [1T2} |: 1 = L2(752022 +6292) (56)
0
.2 . .
" L3(—c363 — s363) + Ly
1 3 3 3V3 3U3
ra - A . .
[ 0 :| = [1T3] |: 1 ] = L3(—S3932 +0393) (57)
0

Igualando-se as eq.(56) e (57), e rearranjando as equagoes resultantes obtem-se o seguinte
sistema de equagodes que permite calcular as varidveis 03 e L.

. .2 . .2
[ —L3s3 1 } [ 03 } _ | La(—c2b2 — s202) + Lscsbs
L3C3 0 Ll LQ(—82922 + 029"2) + L383932
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4.9 Exercicios

Ex.4.1: Dado o mecanismo da fig.42 e admi-
tindo que os comprimentos das pegas 2 e 3 se-
jam, respectivamente, 0,2 m e 0,15 m, que a
distancia entre os pontos B e O4 seja 0,15 m,
que os angulos de inclinacao das pegas 2 e 3,
em relacdo & linha horizontal sejam 45° e —30°,
respectivamente, determine as coordenadas ho-
rizontal e vertical dos pontos B e Oy.

Ex. 4.2 : Dado o mecanismo da fig.43, de-
termine, literalmente, as coordenadas x e y do
ponto P em funcgdao dos angulos de inclinagao
das pegas 2 e 4, admitidos conhecidos. Resolva
o problema inverso, ou seja, dadas as coorde-
nadas de P, determine os dngulos de inclinacao
das pecas 2 e 4. Para ambos os casos, indique as
possiveis configuragoes de montagem do meca-
nismo. Considere conhecidos os parametros do
mecanismo que julgar necessarios.

Ex.4.3: Para o robd da fig.44, considere que
os comprimentos das pegas 1, 2 e 3, respecti-
vamente, sejam Ly = Lo = 1m, Ls = 0,5m,
que as coordenadas absolutas do ponto P se-
jam [ 1 0,5 ]7 e que a orientacio da garra
seja —jo (vertical, de cima para baixo). De-
termine as coordenadas do ponto @ (origem da
base O323y3), em relagdo a base fixa Ozgyg, bem
como os angulos 61, 05 e 3.

4o,

Figura 42:
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Figura 43:

Figura 44:

Ex.4.4: Para o robd da fig.45:

a) determine a relagdo entre as coordenadas
P(x,y) e ly, 6, literalmente (1 pt);

b) considerando que o ponto P se mova de P;
para Py, & velocidade constante de 1 m/s, calcule
as coordenadas de P apés 0,1 s, bem como I (m)
e 05(°) correspondentes (0,5 pt);

c) determine, literalmente, as expressoes das
variaveis [, #2 em fungao das coordenadas de
P(x,y) e da sua velocidade Vp (1 pt);

d) calcule os valores das varigveis I1(m/s) e
6, (rd/s) para a configuracdo ocupada pelo robd
definida no item b (0,5 pt);

e) determine, literalmente, as expressoes das
variaveis [, #2 em fungao das coordenadas de
P(x,y) e da sua velocidade Vp (1 pt);

f) calcule os valores das varigveis [, (m/s?) e

6, (rd/s?) para a configuracio ocupada pelo robd
definida no item b (0,5 pt).
Obs: O item b pode ser resolvido analiticamente
ou numericamente. Se sua preferéncia for pela
solugao numérica, admita que a configuracao ocu-
pada pelo robo, quando a garra passa pelo ponto
P, seja sua estimativa inicial. Neste caso, I; =
0,54m e 05 = 23,6°.

Ex.4.5: A figura 46 apresenta o diagrama



)

L,=05m La2 =0,25m
Figura 45:

cinematico de um mecanismo plano, com mobi-
lidade igual a dois, empregado para posicionar
uma ferramenta localizada no ponto P. Sao da-
dos: y = 1m, D = 0,5m, L = 0,7m, 03 = 60°,
0, = 158° [ lip = [ 0,256m/s 0 ]7. Admi-
tindo que os seus atuadores sejam responsaveis
pelo posicionamento das pecgas 2 e 5, pede-se:

a) as equagoes que relacionam as varidveis
dy e ds, deslocamentos impostos pelos atuado-
res, com as coordenadas z e y do ponto P. De-
fina claramente a localizagao do seu sistema de
referéncia.

b) se as varidveis x e y forem conhecidas, de-
termine as incognitas ds e d5. Desenhe as formas
de montagem possiveis para 0 mecanismo.

c) se as varidveis dy e dj forem conhecidas,
determine as incégnitas x e y. Desenhe as formas
de montagem possiveis para o mecanismo nesta
situacgao.

d) o vetor-velocidade do ponto A

e) o vetor-velocidade angular da pega 3

f) o vetor-aceleracao de P, admitindo que a
YYa=[0 0,137m/s? T e 63 = —0,098rd/s*k

Observagao: Resolva os itens a, b e c literal-
mente e os itens d, e e f numericamente.

P [xy]
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5 Analise Dinamica: formulacao de Gibbs-Appell

5.1 Introdugao

Nesta secdo, vamos tratar de uma formulagao alternativa, elaborada por Gibbs-Appell. Eviden-
temente que a primeira pergunta que surge é: por que outro método? Aprender outra maneira,
sempre nos causa uma certa apreensao, porque nos deparamos com algo novo, distinto daquilo
que ja conhecemos e estamos acostumados. Significa, basicamente, sair da nossa zona de conforto.
Além disso, se apresentamos outro método, certamente deve haver alguma desvantagem em utilizar
o método que ja vimos anteriormente, aquele emprega o formalismo de Newton-Euler. E se exis-
tem desvantagens, quais seriam? Bem, podemos enumerar algumas delas que sao decorrentes do
préprio processo de geracao das equagoes dinamicas. Primeira, ha a necessidade de se desmontar
0 mecanismo, ou seja, realizar a separagao os corpos (elos) que encontram-se unidos pelas juntas.
Segunda, devem ser construidos diagramas de corpo livre para cada elo, o que acarreta a inclusao
na andlise das forgas/momentos reativos. Terceira, o nimero de equagdes obtidas é muito maior
que a mobilidade do mecanismo. Geralmente, este niimero é o niimero de corpos N multiplicado
pela ordem A correspondente ao espago de movimentacao do mecanismo.

Assim, a boa noticia é que o método de Gibbs-Appell ndo possui estas desvantagens. Nao
existe a necessidade de se desmontar o mecanismo. No equacionamento, os esforgos reativos nao
sao incluidos e o numero de equagoes geradas coincide com a mobilidade M do mecanismo que é
inferior a N.\.

Este método, na forma como serd apresentado aqui, é o resultado das contribuigoes de pesqui-
sadores responsdveis pelo seu desenvolvimento, Gibbs, Appell, Maggi, Jourdain e Kane. Gibbs nos
E.U.A. e Appell na Alemanha, desenvolveram de forma independente os fundamentos tedricos de
um método para obtencao das equagoes dinamicas a partir da energia das aceleragoes. Na Itdlia,
Maggi propos uma matriz especial que proporciona a eliminagao dos multiplicadores de Lagrange,
nas equacoes dinamicas empregadas para sistemas holonomos. O inglés Jourdain, por sua vez,
apresentou o principio das poténcias virtuais. Finalmente, a contribuicao de Kane que, se por
um lado, foi menor em termos tedéricos do que seus antecessores, por outro foi grandiosa no to-
cante a estruturagao do processo de geragao das equagoes dinamicas, visando a sua implementacao
computacional.

5.2 Formulacao

As equagbes dindmicas, de acordo com a formulagdo de Gibbs-Appell, podem ser expressas mate-
maticamente segundo a notagao matricial da seguinte forma

cTDf=0 (58)

Nesta equacdo, CL e D, n sdo matrizes, enquanto que fanz1 € O,z1 S30 vetores. As di-
mensoes das matrizes e vetores estao associadas & mobilidade m (ou ntimero de graus de liberdade),
ao numero de coordenadas generalizadas n, ao espago A de movimentacao do mecanismo e a N,
numero total de elos méveis (corpos). Em geral, a relagdo entre m e n, é m < n. Quando m for
igual a n, C* = 1,,41,. Quando m for inferior a n, ha duas possibilidades:

e o analista prefere utilizar coordenadas redundantes ou,

e 0 mecanismo possui uma ou mais cadeias cinematicas fechadas.

Em ambos os casos, hd um conjunto de coordenadas independentes e um outro conjunto dependente
do primeiro. Assim, o préximo passo é apresentar ao leitor como obter a matriz C.

5.2.1 A matriz C

Sejam q1,qo, ..., q, as coordenadas generalizadas. Entao, a partir da inspegao do sistema multi-
corpos e pelo desenvolvimento da andlise cinematica, é possivel determinar um vetor ¢ de fungoes
nulas pzl cujas varidveis sejam q1, qo, ..., ¢, . Este vetor q pode ser dividido em dois vetores, um
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que contém as coordenadas independentes, q; = [q1, g2, .., gm|” , enquanto o outro, as dependentes
aAD = [Gma1s Gma2s s @) T Além disso, sejam Gy, G2, - , {n, as derivadas em relagdo ao tempo de
q1,92,-.-,Gn- Estas derivadas sdo chamadas de velocidades generalizadas. Assim, a derivada do
vetor ® em relacao ao tempo serd

e 0P @ 0P dqp

o _ 7 -0
dt an dt an dt
0® dap _ 0% day
dqp dt — Oqp dt
Jpdp = —J1qr
ap = —Jp'Jrar = Ja;
a _ Loam .
|: qD :| N |: Jn—mmm :|q1
S
2 )
. q1
dm+1 n
. dm
L Gn
Assim, a matriz C pode ser definida como
]-mxm

Thomas Kane, diferentemente de seus predecessores que utilizaram o vetor ¢ para as velocidades
generalizadas, preferiu definir o vetor u como sendo

C T
U2
Uy
Um | = . (61)
An—ma:m
Um+1
U
- un -
41 Uy
Go Uz
=Y . (62)
dm Um

Frequentemente, Y é escolhida como a matriz identidade. Kane observou que as equagoes
dinamicas podem tornar-se menos extensas pela determinagao de uma matriz especial Y. A matriz
A é retangular de dimensoes n —m x m e corresponde a um tipo de jacobiano que permite obter as
velocidades dependentes 41, ..., U, em relagdo a ui,usg, ..., u,. Finalmente, a matriz C' pode
ser definida como

C= { e ] (63)



5.3 O produto da matriz D pelo vetor f

Para obtencao das equagoes dinamicas, representadas nesta segao pela Eq.58, além da transposta
da matriz C, apresentada anteriormente, é necessario determinar a matriz D e o vetor f. Sobre
o significado deste produto, pode-se dizer que associa-se as forgas generalizadas no sentido em
que Lagrange as definiu, quando se trata de forcas ou momentos ativos de natureza conserva-
tiva (eldstica ou de campo gravitacional) ou ndo-conservativa (torques de atuadores, atrito). Os
elementos da matriz D, de dimensoes nxAN, correspondem a derivadas parciais das velocidades
lineares v, e angulares wy, k =1,..., N, em relagdo as velocidades generalizadas u;,i = 1,...,n.
Sua expressao é apresentada a seguir

6"51 6(»1"1 6V£2 8w§ . anN é)wz\;
8uT1 Juy 3uT1 Juy 81%1 Juy
g,  dwl | Ove, owy | | OVay  dwy
Dpoxny = | 9uz uz | Ouz  Juq Juz  Ous (64)
6v£1 awT ngz owl o 8vgN awl
Oun Oun, Ounp Oun, Ounp, Ounp,

O vetor f, por sua vez, possui dimensoes ANx1. Suas componentes estao associadas as forgas/momentos
ativos que atuam nos corpos de 1 a N, além das forcas de inércia e dos momentos das forcas de
inércia destes corpos.

> Fa1 —miag,

> My — (I + w1 x ([iwr))
> Far2 —moag,

fyNpl = > Mtz — (Iaws + w2 X (I2wz)) (65)

> Fan —mnagy
| > Many — (Inwn +wn X (Inwn)) |

De modo a esclarecer as expressoes anteriores, considere que vetor e seja o produto da matriz
D pelo vetor f. Assim, o elemento e; deste vetor serd

N
e; = ; [%’Zk . (Z Fair — mrag,) + aa;:]: : (Z Mk — (Tptop + wi x (Irpwi)) (66)
i=1,---,n

Considere o péndulo da Fig.47. Construtivamente, este corresponde a uma barra conectada
a uma base fixa por uma junta de rotagao. O péndulo é capaz de realizar movimentos no plano
vertical. Para efeitos de simplificacdo na modelagem dinadmica, admita que este esteja sujeito a
forga de campo gravitacional —mgjo e também a agao de um motor rotativo, cujo eixo encontra-se
acoplado a barra, aplicando um torque 7kg. De acordo com o que foi apresentado anteriormente,
havera apenas uma tunica coordenada generalizada ¢ = 6 e, portanto, n = m = 1. O péndulo é
constituido por apenas um tnico corpo e, assim, N = 1. Consequentemente, a matriz C se torna
o escalar 1 e, a partir das Eq.(58,64), conclui-se que Df = e = 0. Da andlise cinemética, sabe-se
que o vetor velocidade angular serda wkg, enquanto que o vetor-velocidade vg do ponto G sera

vg = Lé(—sen@io + cosbjo)

e se u = ¢, as pseudo-velocidades Eg—UG e ‘g—ﬁ serao, respectivamente,

ag—uc = L(—senbigp + cosbjo) g—z =ko
Substituindo na Eq.(66),

0 0
e = & (=mgjo) + 5 - (ko) = L(—senbio + cosfjo) - (~mgjo) + ko - (ko) = 0

Finalmente, obtém-se a expressao matemdtica que permite calcular o torque 7 em fungao do
momento associado a forga gravitacional

7 =mgLcosf
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Figura 47: Péndulo

5.4 Fases da Formulacao de Gibbs-Appell

1. Identificacédo dos

Gibbs-Appell

Esforcos ativos

2. Coordenadas

I

> Matriz C

Generalizadas q

'

3. Determinagéo dos vetores velocidades
lineares e angulares dos elos
em funcao das Coordenadas
e velocidades generalizadas

Fork=1to N

Y

VGk ,

v

4, Célculo das derivadas parciais dos vetores
Velocidades lineares e angulares dos elos
em relacéo as velocidades generalizadas

- > Matriz D

v

5. Equacgdes de Newton-Euler para cada elo
sem os esforgos reativos

Vetor f

Y

v

6. Conjunto de Equacdes Dindmicas
C'Df=0

4—-[ m equagdes ]

Figura 48: Fases da formulagao de Gibbs-Appell

5.5 Robo de cadeia cinematica aberta e plano RP

Inicialmente, é necessario um esclarecimento acerca desta topologia de rob6. A Fig.49 apresenta
um robo6 de cadeia cinemética aberta, que opera no plano vertical, e é formado por 3 elos, 2 mdveis
e um imével. O elo imével, identificado pelo nimero 0 serd denominado de base fixa. Os demais
elos serao identificados pelos nimeros 1 e 2, e correspondem, respectivamente, & barra oscilante e
a garra. O elo 0 encontra-se conectado ao elo 1 por meio de uma junta de rotacdo, representada
pela letra R, e este, por sua vez, conecta-se ao elo 2 por uma junta prismatica, representada pela
letra P. As letras R e P encontram-se sublinhadas para indicar que estas juntas sdo ativas, ou seja,
hé atuadores (motores) rotativos e lineares entre os seus elos. Em decorréncia disto, o espago de
movimentagao do robo corresponde ao plano vertical, A = 3, sendo que hé 2 elos (corpos) mdveis

e, portanto, N = 2.

Ainda de acordo com a Fig.49, nota-se o emprego das coordenadas g; e go para descrever os
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Figura 49: Robo RP

deslocamentos relativos entre elos e, desta forma, n = 2. Com relacao a modelagem, os efeitos
dindmicos a serem considerados decorrem da presencga dos atuadores 1 e 2, das forcas de inércia
associadas ao movimento do elo 2 e da forca de campo gravitacional também atuante sobre o elo
2. Como m = n = 2, a matriz C sera
C— 1 0
-[o 1]

Empregando-se a notagao vetorial, os vetores posigao do centro de massa do elo 2, rg,, velocidade
deste mesmo ponto, v, e aceleracao correspondente, ag,, serao
rg, = qoix
V@, = Goi1 + q2g1j1
ag, = 2va, = L(doiy + q2duir) = doir + doir + doduir + @261i1 + 2dij1 =
= Gol1 + Go(wr X 1) + dodiji + q2dij1 + q2di (w1 X j1) = Golt + 2¢1G2j1 + G2G1d1 — g2¢iia
= (2 — qeui)is + (2uruz + g2t )j1

Nota-se que as componentes destes vetores foram definidas na base vetorial fixa ao elo 1,

Oiyj1ky. A seguir, apresenta-se a dedugao das expressoes dos mesmos vetores, segundo a notagao
matricial.

, . 1
rg, = @211 = Qg2 0

Orcz = [ORl]erz

sendo

sen(q1)  cos(q1) s1 ¢

PR = [ cos(q1) —sen(qi) ] _ { ¢ =81 }
0
1

1 11 .
VG, = Q2 0 + 0

0aG2 = %[ORl]lsz = [ORl]lvaz + [ORl]lsz

C1 —S1

PRy = [ A q1

. . 1 .. . 0
Wa, = G [ 0 ] + (o1 + q26i1) { . }

. 2
Uy — qauf }

. =
2 2uqug + gatq

Na sequéncia, serd apresentada a determinacao dos elementos da matriz D.

v, =l Dor = hj o=
wlzulkl %ﬁ:kl %:0
VG, = q2uiji + uziy Bgﬁ = 2J1 3;22 =i
Wo = u1k1 g‘;jf = k1 % =0



15}
me=l0 0] i1 S0 w] -
v A%
s =[0 0] =0 F2=[10] ==

A seguir, apresenta-se o vetor f

0
T1
f - . 2
Ty — magsenqr — ma(tz — qaut)
—mag cos q1 — ma(2uug + gatir)
0

Finalmente, substituindo as matrizes C' e D, juntamente com o vetor f na eq.(58), obtém-se as
equagoes para as analises dindmicas inversa e direta.

Dinamica Inversa: )
T1 = qama(gcos(qi) + 2uiuz + o)
5 = ma(gsen(q1) + iz — qauf)

Dinamica Direta:

eq. dif. cinemaéticas 9=
g2 = U2
. 1 ( T1 )
U = — — gcosqy — 2uyus
g2 \ q2mM2

eq. dif. dinamicas

. T2
tp = — — gsen(q) + qou}
ma

5.6 Mecanismo de cadeia aberta e plano PR

A Fig.50 apresenta um robo de cadeia cinematica aberta, que opera no plano vertical, e é formado
por 3 elos, 2 moéveis e um imoével. O elo imével, identificado pelo nimero 0 serd denominado de
base fixa. Os demais elos serao identificados pelos niimeros 1 e 2, e correspondem, respectivamente,
ao bloco deslizante e a garra. O elo 0 encontra-se conectado ao elo 1 por meio de uma junta
prismatica, representada pela letra P, e este, por sua vez, conecta-se ao elo 2 por uma junta de
rotacao, representada pela letra R. Em decorréncia disto, o espago de movimentagao do robd
corresponde ao plano vertical, A = 3, sendo que hé 2 elos (corpos) méveis e, portanto, N = 2.

o

(a) (b)

Figura 50: Robo PR

Ainda de acordo com a Fig.50, nota-se o emprego das coordenadas q; e go para descrever os
deslocamentos relativos entre elos e, desta forma, n = 2. Com relacdo & modelagem, os efeitos
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dinamicos a serem considerados decorrem da presenca dos atuadores 1 e 2, além das forgas de
inércia associadas aos movimentos dos elos 1 e 2. Como m = n = 2, a matriz C serd 1o,2. Segundo
a notagao vetorial, os vetores rg,, rg,, Vg, € Vg, S€rao

rg, = qiio
rg, = qiip + Liy
va, = qiig = uqig

va, = qiip + Liz = u1ip + Lajo = urio + Luajs

Por outro lado, empregando a notacao matricial, os vetores rq, e vg, poderiam ser determinados
da seguinte forma

1 1
Ore, =q1 [ 0 ] + LI°Ry)] [ 0 ]
sendo
cy —8
=[]
dOrG2 . 1 : 1
VG2=7=C]1 { 0 } +L[OR2] [ 0]

—ma(—tysengs + Lis)
—Ita + 12

cosqa —senqgy 0

—myty + T
0
P 0
T | —ma(tiicosqy — Lug?)
1
0 0 L 1

0 0
D‘[oo

71 = (my + ma)ty + maL(—cosqaua® — sengatiz)
Ty = moL(—tsengz) + (maL? + I3)us

Dinamica Inversa:

5.7 Mecanismo plano PRRRR

Topologicamente, o rob6 da Fig.51 possui cadeia cinematica fechada, opera apenas no plano vertical
(A = 3), e é formado por 5 elos, 4 méveis e um imével. Assim, o elo imével 0 encontra-se vinculado
ao elo 1 mediante o emprego de uma junta prismadtica, representada pela letra P, sendo que este
elo se conecta ao elo 3 por uma junta de rotacao, representada pela letra R. Na sequéncia, o elo 3
encontra-se vinculado ao elo 4, e este ao elo 2 que, por sua vez, se conecta ao elo 0. Nestes casos,
empregam-se juntas de rotagao. Da anélise da mobilidade deste rob6, constata-se que m = 2. Com
relagao a modelagem, apresentada na fig.50b, os efeitos dinamicos a serem considerados decorrem
da presenga dos atuadores acoplados aos elos 1 e 2, das forcas de inércia e de campo gravitacional
sobre os elos 1, ..., 4, além da forga de interagao com o meio F atuante no ponto P. Deve-se destacar
também que a massa do elo 3 foi dividida igualmente entre o elo 1 e o ponto P. Analogamente,
a massa do elo 4 foi igualmente compartilhada entre o ponto P e o elo 2. Desta forma, o elo 1 e
o ponto P possuem massa concentrada, enquanto que apenas o elo 2 contém inércia distribuida.
Com relagao ao numero de corpos mdveis, serao considerados apenas os elos 1 e 2, além do ponto
P e, portanto, N = 3.

Ainda de acordo com a Fig.51, nota-se o emprego das coordenadas generalizadas ¢, ..., gg para
descrever os deslocamentos relativos entre elos. No entanto, em virtude das simplificagoes da mo-
delagem, utilizar-se-ao apenas as coordenadas q1, gz, g5 € gg €, portanto, n = 4. A seguir, o modelo
matematico deste robd serd desenvolvido e, para tanto, serd necessario determinar os elementos da
equacao abaixo, ou seja, as matrizes C' e D e o vetor f.

T _
C* 204D 4z fo21 = 0241
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Figura 51: Robd PRRRR: (a) bases vetoriais, coordenadas generalizadas e pardmetros; (b) mode-
lagem dindmica

Matriz C. Para a determinagao da matriz C, definida pela Eq.(62), é necessério obter a relagao
entre as velocidades generalizadas ¢, g2, ¢5 € gg. Para tanto, toma-se como ponto de partida que
a distancia entre os pontos P e (G é constante e igual a L3. Os vetores-posi¢ao dos pontos P e
G'1, segundo a notagao matricial, definidos na base vetorial igjokg serao

0 0 qs 0 . 0
r = "I'p = r = =
Gs P [ % } G, = q1Jo [ ¢ }

(I‘p - rGl)T(rP - rGl) = Lg

g5 2
_ =1
[% de %]{%ql} 3

Analogamente, a distancia entre os pontos P e A é constante e igual a Ly. O vetor-posi¢ao do
ponto A sera

Op , = Lo + Lacy
LQSQ

(rp—1a) (rp—14) = L]

5—LC —L
[ 45— Laco — L g6 — Lasz | [ ! QG—2LQ252 ’ } =14

Derivando-se em relagao ao tempo as equagoes da andlise cinemética de posigao,

d

%(qg +(gs—q1)* —L3) =0

d

dt((q5 — Lacy — Lo)* + (g6 — L2s2)* — L3) =0

obtém-se a seguinte equagao matricial,

a5 46 — Q1 a5 | _ | %~ Q1 0 Q1
gs — Loco — Lo gs — Loso de 0 —(g5 — Laca — Lo)Lasa + (g6 — L252)Laca G2

Reescrevendo a equagdo anterior de outra forma,
@5 | _ 7| @
d6 q2

Jp = a5 g6 —q1
g5 — Laco — Lo gs — L2sa

sendo J = —JBIJI,
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J——| B0 0 }
0 —(g5 — Laca — Lo)Lasa + (g6 — L2s2) Laca
01 10
g2 | | 0 1 { g1 ]
i | G2
de J

Realizando a seguinte mudanca de varidveis,

U; = G i=1,2,5,6

(5% 1 0
(V%) _ 0 1 U1
us o U2
Ug J
Por fim, a matriz C' sera
1 0
C— 0 1
J

4z2

Matriz D. Para a determinacao da matriz D, definida pela Eq.(64), é necessdrio, primeiramente,
obter os vetores-velocidade dos baricentros G, G5 e G5, além dos vetores-velocidade wy, ws € ws.
O vetor-velocidade do baricentro G, em relagdo a base vetorial 0, serd

0 .. 0 0
Ve, = q1Jo = 0 = uy

Por outro lado, o vetor-velocidade do baricentro Gy pode ser obtido a partir da derivacao, em
relagao ao tempo, do vetor-posicao rg,

0 |: LO +IQC2 :|
rG2 - 7
1282

= .| —s = —s
Ova, = Lo [ 022 } = lauy { 022 ]

Este mesmo vetor pode ser reescrito com suas componentes na base vetorial 2

= 0 ~ 0
*va, = [PRo)"va, = [ 2 } Ova, =l [ 1 } = louy [ 1 }

—S2 (2

O vetor-velocidade do baricentro G5 serd

0 0 qs Us
Vg = 'V = . =
@ d { d6 ] { Ug ]

Os vetores associados as velocidades angulares w1, wo e ws serao
wy = ¢oko = uzko

ws =w1; =0

Assim, aplicando-se a Eq.(63), a matriz D serd

vG, oW | 9°vE, oWl | VG, awT
371% 8U1 8u+ 8u1 au% 8u1
aovcl ﬂ 82vG2 % 80vG5 M
_ ou Ous ou Ous ou Ous
b= 60"?:1 dw?T 82"22 dwl Oovir dwl
Bu% Bus Bu% 6U5 Bu% BU5
8OVG1 dwl 82Vc;2 dwl 00"(;5 dwl

Oug Oug Oug Oug Oug Oug 429
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01 0[/1 0 0]0 00
Dzooooiglooo
00 0/0 0 0|1 00
00 0/0 0 0[O0 10

4x9

Vetor f. Para a determinagao do vetor f, definido pela Eq.(65), é necessério, primeiramente, obter
os vetores-aceleragao dos baricentros G1, G2 e G5, além dos vetores-aceleragao wi, ws € Ws.

0p. —gi | O]_[0
G, = q1Jo G _111
0 o ldas ] T us
=[] 4]
5 —S2 .. C2 . 7 —752 . C2
e (S LR D R (P R

O vetor-aceleracao do baricentro G5 pode ser reescrito em relagao a base vetorial 2

Por fim, o vetor f serd

> Far1 —miag,
> M1 — (Txdn 4wy x (11w1))
Fui0 —moa
f 1 = Z at72. 24G,
ot ZMat,Q — (Tawg + wa X (Iows))
> Far 5 —msag,
S M s — (Isws + ws x (Isws))

0
71 — Mg — Myt
0
—Ihg(gSg + 12’LL~22)
fox1 = | —1ha(geo + Uolo)
T2 — It
F, —msus
F, —msg — msig

sendo

Equacoes dinamicas

71—y g — Myl
—1mola(geo + doly) + 70 — Lot
F, — msts
F, —ms5g — msg

Dfyyy =
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T _
C* 224D 4z9 fox1 = 02x1

71— 1g — Wy + J (Fy = msis) + Jor (Fy — msg — msie) } _ [ 0 ]
—1ola(gea + tols) + 72 — Iotis + Ji2(Fp — Mstts) + Joo(Fy — Mg — Msie) 0

Ty =19 + ity — Jin(Fy — Msis) — Joi (Fy — msg — msie)
Ty = Iotlig + Mola(geg + dols) — Jio(Fy — Msts) — Jao(Fy — Mg — Msie)
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Figura 52: Duas posigoes exatas: obtencao do quadrilatero articulado e pélo Pio

6 Sintese dimensional de mecanimos planos, M =1

Como foi dito na sec¢ao 3, o problema que a sintese dimensional se propoe a resolver é a determinacao
dos parametros associados um determinado tipo de mecanismo que, por sua vez, deverd executar
uma tarefa especifica como, por exemplo, posicionar uma cagamba basculante de um caminhao, de
modo que além de girar para descarregar a carga, o seu baricentro deve descrever uma trajetéria
retilinea e horizontal. Nesta secao, as tarefas especificas abordadas para a sintese dimensional
se enquadrarao na categoria de geragao de movimento, enquanto que o tipo de mecanismo plano
empregado serd sempre um quadrilatero articulado. Serao apresentados dois métodos distintos,
porém equivalentes, o método geométrico proposto por Burmester (1876) [8] e o método analitico
proposto por Suh-Radcliffe (1967) [6].

6.1 Duas posicoes exatas: método geométrico

O ponto de partida do método geométrico é a especificagdo das posi¢oes ocupadas por um segmento
AB, sendo que os indices destes pontos referem-se & posigdo ocupada (p.ex, 1, primeira, 2, segunda,
etc). No caso em que o segmento AB deva passar pelas posi¢oes indicadas na fig.52, admitindo-se
que os pontos A e B descrevam trajetérias circulares (articulagbes méveis) , os correspondentes
pontos-centro Ag e By se encontram sobre as mediatrizes dos segmentos A; As e By Bs, respecti-
vamente. A interseccao das duas mediatrizes se dd sobre um ponto bastante especial denominado
de pdlo Pis.

6.2 Trés posicoes exatas: método geométrico

No caso em que o segmento AB deva passar por trés posicoes exatas, ha dois caminhos possiveis
para a determinagao dos comprimentos das pecas do quadrilatero. Um deles, mais intuitivo, admite
que os pontos A e B, sejam articulagbes mdveis. Assim, as articulagoes fixas correspondentes Ag
e By se encontrarao nas intersecgoes das mediatrizes dos segmentos Ay Az, AsAs e B1Bs, BoBs,
respectivamente. No entanto, em muitas situagoes este caminho pode resultar em solugoes que se
encontrem fora da regiao permitida para instalacao das articulagoes fixas.

O outro caminho, proposto por Burmester consiste em definir a localizacao das duas articulagoes
fixas, e por uma construgao geométrica determinar as correspondentes articulagoes moveis em uma
determinada posicao. Considere a fig.53. Na situacao indicada, especificou-se a articulagao fixa
Dy. Perceba que para trés posigoes, devem existir até trés pélos: Pia, P13 e Ps3. Contudo, para
determinacao da articulagao mével D, serao apenas necessarios os pélos P2 e Pj3. Trace uma
reta unindo o pélo Pys com o ponto Dy. Gire esta reta em torno do pélo Pys de um angulo —aa/2.
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Figura 53: Trés posigoes exatas: obtencao da articulagao movel Dy

Esta reta serd o lugar geométrico (Lg.) do ponto D;. Analogamente, repita este procedimento
para o po6lo Py3, girando a reta de um angulo —aq3/2. A intersecgdo destas duas retas rotacionadas
serd o ponto D;. A conseqiiéncia deste método é que qualquer ponto escolhido sobre o plano fixo
(imé6vel) poderd ser uma candidata a articulagdo fixa e, portanto, hd infinitas solugoes.

6.3 Quatro posigoes exatas: método geométrico

No caso em que o segmento AB deva passar por quatro posigoes exatas, devem existir até 6 pélos.
No entanto, Burmester percebeu que sao necessarios apenas 4 para se determinar as dimensoes do
quadrilatero articulado. A fig.54 apresenta um exemplo em que foram utilizados os pélos Pi3, Pes,
P4 e Pyy. Estes quatro pdlos formam um quadrildtero polar com as seguintes caracteristicas: os
vértices de suas diagonais nao contém indices comuns e os vértices dos lados contém apenas um
indice comum. Tomando-se dois lados opostos do quadrilatero polar, Pi3Ps3 € P14 Py, tragando-
se os arcos-capazes correspondentes a um determinado angulo /2 para estes dois segmentos,
a(s) interseccao(Ges) se existir(em) correspondem a possiveis articulagoes fixas. Repetindo esta
construcdo dos arcos-capazes para valores de v entre 0 e 180°, obtem-se uma curva chamada de
curva de pontos-centro ou simplesmente C.P.C. . Na fig.55, observa-se o quadrilatero articulado
ApAq By By que conduz o segmento DFE pelas posicoes 1, 2, 3 e 4. As articulagdes méveis A1 e By
foram obtidas pelo mesmo procedimento da subsegao anterior.

6.4 Trés posicoes exatas: método analitico

O mecanismo quadrildtero articulado, cujas dimensoes sao determinadas nesta secao, é formado
por quatro pecas, trés moveis e uma fixa. Duas dentre as pegas moveis, AAy e BBy, realizam
apenas movimento de rotagdo. Conseqiientemente, os pontos Ay e By sao articulagdes fixas, en-
quanto que os pontos A e B, articulagoes moveis. Se alguma delas for capaz de desenvolver uma
rotacdo continua de 360°, se chamara manivela. Por outro lado, se realizar um movimento de
oscilagao angular alternativa, ela serd denominada alavanca. Nota-se ainda que, na estrutura ci-
nematica deste mecanismo, existe uma terceira peca mével que acopla as duas anteriores e por
essa razao, é denominada de acoplador. O acoplador realiza um movimento plano composto de
rotacao e translacao. Com relagao a rotacao, esta peca se desloca angularmente de o, quando
este mecanismo se movimenta da posigao (configuragdo) 1 para a posi¢do j. No caso da sintese
dimensional de trés posicoes exatas, para a tarefa de geracdo de movimento, descrita na secao 3,
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Figura 55: Quatro posicoes exatas: obtencao do quadrilitero articulado
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consideram-se especificadas as coordenadas Py, P» e Ps, correspondentes as trés posigoes a serem
ocupadas pelo ponto P, os angulos as e ag, correspondentes aos deslocamentos angulares da peca
acopladora, além das coordenadas das articulagoes fixas Ay e By. Para uma dada posigao j, podem
ser deduzidas as seguintes expressoes

o il

C; Bﬂ

Figura 57: Detalhe de duas posicoes exatas

Aj—Ag=(A; = Pj) + (P — P1) + (P1 — Ao)
Aj—Pj=—(Pj — Aj) = —Ro;(P1 — A1)
sendo

Ra, = Rot(a,2) = cosq;  —senaq; }

sena;  cosq;
Portanto,
(A — Ag) = COSQjG1y — SENOLA1y — COyP1y + SAjP1y + Pz — G0z }
SeNQ a1y + COSQ;A1y — SOP1x — CAP1y + Djy — oy

(A1 — Ag) = [ a12 —aox a1y — agy ]T
(A7 = Ao)"(A4; — Ag) = (A1 — A)" (A1 = Ay) (1 =2,3) (67)

A equacgdo (67) expressa a propriedade de que a pega denominada alavanca ou manivela, AAy,
possui comprimento constante. Substituindo-se as coordenadas de Ay, A; e A; na eq.(67), obtem-
se o seguinte sistema linear de equagdes nas incégnitas a1, € aiy.

5ol ][ F] o
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sendo
A= 2canrey + 280919y + 200,
B = 27,8009 + 2roycan + 2a0y
C= a‘%x + a‘%)y - r%x - r%y
D = 2cazrs; + 2sa313y + 200,
E = —2r3;s503 + 2r3,cas + 2apy

_ 2 2 2 2
F =ag, +ap, — 13, — 713,

Top = —CQ2P1g + SQ2P1y + D2y — Qox
Toy = —SQ2P1y — CO2P1y + P2y — Qoy
T3z = —CQ3P1g + SA3P1y + D3z — Qox
T3y = —SQ3P1x — CO3P1y T P3y — Qoy

Consequentemente, a solugao analitica é simples. Deve-se repetir o procedimento para determinar
B;.

6.5 Exemplo

Dimensione um mecanismo quadrilatero articulado que satisfaga as especificacoes de projeto defi-
nidas nas tabelas 2 e 3. Admita que as coordenadas dos pontos Ag e By sejam, respectivamente,
[5m 0]7 e[ 0 0]7. Aplicando-se a eq.(68), obtem-se as coordenadas dos pontos A; e B,
apresentadas na tabela 4, correspondentes a la. posi¢ao a ser ocupada pelo mecanismo.

Tabela 2 - Coordenadas do ponto P

nl | z[m] ylm]
1 | 1,0 1,0

2,0 0,5
3 130 1,5

Tabela 3 - Angulos «a
n.’ | a[graus]
2 0,0
3 45

Tabela 4 - Coordenadas dos pontos A; e By

n.0 ‘ x[m] y[m)
A, | 3,548 —1,655
By | 0,994 3,238
6.6 Quatro posicoes exatas
Dados: as, a3, aq, Pi, P, Py, Py
(A —Ag)T(A; — Ag) = (A1 — A))T (A1 — Ap) (1 =2,3,4) (69)
A B c
A1z
D E [ " ] = | F (70)
G H 1y I

sendo
G = 2couray + 2500474y + 200,
H = —2r4,8004 + 2r4ycoy + 2a0y
_ 2 2 2 2
I= Qog + Aoy = T4z — Tay
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T4y = —CO4P1x + S0Py + P4z — Qox

T4y = —SQ4P1x — COY4P1y +p4y — Qoy
A B C
D E F|=0 (71)
G H I

Admita que ag, seja conhecido. A solugao numérica por Newton-Raphson, apenas na incégnita
agy, ¢ relativamente simples. Por outro lado, a solucdo analitica, resulta em uma equagdo po-
linémial de 30. grau na incégnita ag, cujos coeficientes sao de demorada obtencao. Em suma, é
uma solucao trabalhosa.

6.7 Exemplo

Dimensione um mecanismo quadrilatero articulado que satisfaca as especificagoes de projeto de-
finidas nas tabelas 5 e 6. Admita que as coordenadas ag; e by, dos pontos Ag e By sejam,
respectivamente, —20,195¢m e —29,167cm. Aplicando-se a eq.(71), obtem-se as coordenadas ag,
e by, dos pontos Ay e By. Com estes dados, utilizando a eq.(68), podem ser calculadas as coorde-
nadas dos pontos A; e By, apresentadas na tabela 7, correspondentes a la. posigdo a ser ocupada
pelo mecanismo.

Tabela 5 - Coordenadas do ponto P

n | zlem]  ylem]
11 00 00
2 | 50 80
3 10 15
4 18 20

Tabela 6 - Angulos «

0

n.’ | a[graus]
2 10
3 20
4 30

Tabela 7 - Coordenadas dos pontos Ag, By, A1 e B

n. x[em] ylem]

Ao | —20,195 25,566
By | —29,167 42,355
A, | —25.349 25,379
By | —37,086 36,093

il

6.8 Exercicio

Dimensione um mecanismo quadrilatero articulado que satisfaga as especificacoes de projeto defi-
nidas nas tabelas 8 e 9. Admita que as coordenadas dos pontos Ay e By sejam, respectivamente,
[ —16,06cm  23,8cm |7 e[ —9,2em  36,9cm 7. A resposta encontra-se na tabela 10, que cor-
responde as coordenadas das articulagoes méveis na la. posigao a ser ocupada pelo mecanismo.

Tabela 8 - Coordenadas do ponto P

n. xz[em]  ylem)
T [ —19,21 —1,62
2 | 19,37 12,18
3 | —13,33 54,60

l

Tabela 9 - Angulos «a
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n.’ | a[graus]
2 | —13,86
3 | —179,01

Tabela 10 - Coordenadas dos pontos A e By

n. | alem]  ylem]
A, | 68,37 27,52
B; | —54,13 51,87
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7 Analise cinematica de mecanismos tridimensionais

7.1 Introducao

O tépico fundamental desta secdo é a generalizagdo da andlise cinemdtica de mecanismos para
o espaco tridimensional. O assunto predominante serd a andlise de posigdoes com o emprego das
matrizes de transformagao homogénea, definidas anteriormente na segdo 4 para o caso plano.
Serao apresentados trés exemplos que ilustram a aplicagao das matrizes de transformagao tanto
em mecanismos de cadeia cinemética fechada como aberta.

7.2 Descricao da localizacao segundo a notagao matricial

Esta subsecao representa uma generalizagao do conteido apresentado na subsecao 4.2, sendo que
as diferengas principais referem-se as matrizes de rotagao, que sao 3z3 e seus elementos variam
bastante dependendo do eixo escolhido para rotagao, bem como a seqiiéncia utilizada para a com-
posigao de rotagoes [5, 2].

Ap By
[ g } = [AT3] { 1 } (72)

sendo [A | A
A 1 _ Rp rog
11 Ti2 T3
[ARp]= | ra1 722 723
31 T32 T33

0"=[0 0 0]

Casos:

e somente translagao

e somente rotagao em torno do eixo z

cy —svy O
[*Rp] = Rot(z,7)=| sy ¢y 0
0 0 1

Aros=[0 0 0]"

e somente rotagao em torno do eixo y

¢ 0 sf
[*Rp] = Rot(y, 8) = 01 0
—spf 0 cf

Aros=[0 0 0]"

e somente rotagao em torno do eixo x

1 0 0
[“Rp] = Rot(z,a)= | 0 ca —sa
0 sa ca

Arop=[0 0 0]"
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e composigao de rotagoes: angulos de Euler
(a) rotagdes em torno de eizos fixos

[ARB] = ROt(.I, O[) ROt(ya 5) ROt(Z7 ’Y)
—_—

3a. 2a. la.
cy —sy O cB 0 sp 1 0 0
“Rgl=1| sy ¢y O 01 0 0 ca —sa
0 0 1 —sf 0 cf 0 sa co

(b) rotagées em torno de eizos mdveis

[“Rp] = Rot(z,7) Rot(z, &) Rot(z", B)
1 2 3

cy —sv 0 1 0 0 cBf —sB 0
“Rgl=1| sy ¢y O 0 ca —sa s B 0
0 0 1 0 sa ca 0 0 1

e Rotacdo de um angulo # em torno do eixo que passa pelo vetor u !

B ) R+ —-6-63  2(—qa+age) 2(qoq2 + q143)
[“Rp] = Rot(u,0) = A~ 200q3 + 0142) @ -G+ a3 2(—qoq1 + q2q3)
2(—qoq2 + 1g3) 2(q0q1 + 42q3) @} — 4} — 43 + 43

sendo
T
u= [ Uy Uy Uy ]
qo = coS—=
2
_ 0 _ 0 _ 0
qQ1 = senguy G2 = senguy, q3 = sengu,

A=q@+q+¢+q3

7.3 Mecanismo RSSR

O mecanismo RSSR, apesar de possuir mobilidade 2, o giro da pega acopladora (segmento AB)
pode ser desconsiderado para a anélise de posi¢oes. Desta maneira, o objetivo do desenvolvimento
descrito a seguir é relacionar os angulos 6; e 63, correspondentes aos deslocamentos angulares
das pecas 1 e 3, conforme fig.58. A peca 1 realiza rotacio completa (360°) em torno do eixo yo,
enquanto que a peca 3 oscila angularmente em torno de um eixo paralelo a .

-]

sendo
C1 0 S1 0
01 0 O
01 _
[ Tl] = Rot(@l,yo) = —s 0 1 0
00 01
1I'A = [OaLlaHl]T
Conseqlientemente,
H181
Oy = Ly
H101
OI‘B 0 3I‘B

1Bottema,O.; Roth,B. Theoretical Kinematics, Dover, 1990 e Tsai,L.-W. Robot analysis: the mechanics of serial
and parallel manipulators, John Wiley and Sons, 1999
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Figura 58: Mecanismo RSSR

sendo
1 0 0 —Ds
[°T3] = Rot(03, xo)Trans(—Ds, 2¢)Trans(Lo, yo) = 0 cg =53 Lo
0 S3 C3 0
0 0 0 1
’rp = [D3,—Ls, H3]"
Conseqiientemente,
0
Ovrp = | —Lscs — H3sz + Lo
—L3s3 + Hses
Como o comprimento da pega 2 é constante e igual a Lo,
T
(OrA — OrB) (OrA - OrB) =13 (73)
Desenvolvendo-se a eq.(73), obtem-se
Ecz+Fs3+G =0 (74)

sendo
E = 2[(.[/1 — Lo)Lg — H1H361]
F = 2[(L1 — Lo)Hg + Hngcl]
G=H}+H+ (L, — Lo)> + L3~ I3
Para 6§, = 0°, H; = Hy = 1m, L1 = L3 = 0, Ly = Ly = 1m, determine #5. Substituindo os
valores dos parametros e da variavel de entrada, obtem-se

0

Portanto, h& duas solugoes, sendo que uma delas é 65 = 0° e a outra, 65 = 90°. No entanto, do

ponto de vista da viabilidade, a primeira é a correta.
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7.4 Mecanismo RUR

O mecanismo RUR, também conhecido como transmissao por junta universal ou carda, é res-
ponséavel pela transferéncia de poténcia entre dois eixos concorrentes. O desvio angular entre os
eixos ocasiona uma diferenga entre a velocidade angular do eixo de entrada (motor) e o eixo de
saida (movido). O desenvolvimento a seguir tem por objetivo relacionar os angulos de entrada ¢;
e de saida ¢5 e, conseqlientemente, as respectivas velocidades angulares.

Figura 59: Mecanismo RUR

1 0 0 0 0
0V = [ORl]lu = ROt(¢1, $0)111 = 0 C((,Zl —Z¢1 0 = —2¢1
0 s¢1 cP 1 cP1
Yu = ["Ro][*Rs]*u = Rot(8, z0) Rot(¢2, x2)’u =
cf —sB 0 1 0 0 0 sBcos
=|s8 ¢ O 0 cop2 —s¢2 -1 | = | —cBcoa
0 0 1 0 S¢Q C¢2 0 75(,252

0.0y = 0uT0y —

tgpr B = tgpo (75)

De acordo com a eq.(75), pode-se observar que se 8 for nulo, os dngulos ¢; (de entrada) e
¢2 (de saida) serdo idénticos. Por outro lado, se 3 for £90°, o angulo ¢o serd nulo e haverd
travamento da transmissao carda. Do ponto de vista pratico, recomenda-se que o angulo 3 seja
< 45%. Derivando-se em relacio ao tempo a eq.(75) e simplificando-se a expressao obtida, chega-se
em

__ ¢
11— 828520,

Outra conseqiiéncia importante das dedugoes anteriores ocorre quando utiliza-se mais de uma
transmissdo carda acoplada & anterior 2. Na situacdo em que os trés eixos envolvidos encontram-se
no mesmo plano e quando o eixo de saida for paralelo ao eixo de entrada (cfr. fig.60), haverd tanto
igualdade entre os angulos de entrada ¢; e saida ¢3, como entre as correspondentes velocidades
angulares. Verifica-se esta mesma propriedade se os trés eixos estiverem no mesmo plano e o angulo
entre os eixos de entrada e saida for 2..

2 b1 (76)

2Gieck Manual de Férmulas Técnicas, Hemus, 1996
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Junta Carda
para acionamento uniforme, a saida de movimento &:

nao uniforme uniforme através do eixo auxiliar H
acionamento % A A ?,
P R Vg
._T’) ; wy ¢ wy 4
wy 'f; w‘)! / s
/A H AN
o & \
saida de movimento 7 | A—=e
Se todos os eixos estiverem num mesmo plano, tem-se:
tan@s = tangp,-cos § |tang; = tang; tan @y = tang,
w; = w cos § wy = w Wy T W
2 '1-51n=ﬁ-sinzw| 3 1 1

2 sin’B - cos B - sin 29,
(1 - sin’p - sin’m‘)z

Ambos os eixos A das juntas de eixo
auxiliar devem ser paralelas

a = w

Quanto mais o angulo de deflexao J aumenta, tanto maior sera a aceleragac

maxima a e com ela também o momento de aceleragao Ma. Na pratica,
0

P <45”.

Figura 60: Situacoes de transmissao uniforme e nao-uniforme

7.5 Robd RRR

A arquitetura do robé RRR ja foi descrita na se¢ao 3 e a sua versdo plana (RR) teve sua andlise
cinemética desenvolvida na se¢do 4. A seguir, apresenta-se uma formulacdo matemaética tendo por
objetivo relacionar as coordenadas associadas aos trés motores rotativos a saber, 61, 05 e 63, com

as coordenadas da garra, representadas pelo ponto P. Admita que a distdncia H, indicada na
fig.61, seja nula.

Figura 61: Rob6 RRR

[ o ] = T[T T3] [ e } _
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ci —s1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0

S1 C1 0 0 0 C2 —S9 0 0 C3 —S83 LQ L3

0 01 0 0 S9 Co 0 0 S3 C3 0 0

0 0 0 1 0 0 0 1 0 O 0 1 1
T —81 (L3623 =+ LQCQ)
y | c1(Lscas + Lacs)
z o L3823 + LQSQ (77)
1 1

Admitindo-se que Ly, = Lz = 1m, 6; = —45° 6y = 60° e 03 = 30%, pode-se determinar

x,y, z. Esta anélise de posigoes chama-se cinematica direta, isto porque as varidveis associadas aos
atuadores sdo conhecidas. Substituindo os parametros e as varidveis dadas na eq.(77), obtem-se

x = —sen(—45°)[cos(90°) + cos(60°)] = V2/4
y = cos(—45°)[cos(90°) + cos(60°)] = v/2/4
z = 5en(90°) 4 sen(60°) = 1 + v/3/2 (78)
Considere agora o problema contrario, ou seja, admita como dados Lo = Ly = 1m, = = \/5/47
Yy = \/5/4 ez=1+ \/3/2 e determine 61,05, 63. Esta analise de posigoes a ser desenvolvida a

seguir, chama-se cinematica inversa, isto porque as varidveis associadas a ferramenta ou garra sao
conhecidas. A partir da eq.(77),

Va? +y? = Lscoz + Laco
2z = L3sa3 + Las2
Assim,
2
(L?,C23)2 + (L3$23)2 = (\/ x? +y? - L262> +(z— Lyss)”

Desenvolvendo a equagao anterior, chega-se a expressao

Eco+Fso+G =0

sendo
E=-222+y?Ly F=-22L, G=z?+y?>+22+L3- 12 (79)
Resolvendo a eq.(79) pelo método analitico apresentado na secao 4, chega-se a 0/2 = 90,
05 = —30° 6, = 60°, 6; = 30°. A obtencdo de 6; é realizada pela substituicao das varidveis
calculadas na eq.(77). Desta maneira, 6; = —45°.
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7.6 Exercicios

Ex.6.1: Dado o mecanismo da fig.62, utilizado

como estrutura cinematica de um robo de cadeia

aberta:

a) indique, na prépria figura, a localizagdo dos

sistemas de referéncia vinculados as pecas moveis;

b) determine as matrizes de transformacao ho- %o

mogénea entre os sistemas de referéncia; c) de- L A
termine, literalmente, as coordenadas z, y e z e H

do ponto P, pertencente a garra, em funcao de \\U\ - \/

dy, 02,03, deslocamentos impostos pelos atuado-
res,e D, H,V, L1, Lo, parametros do mecanismo;

d) determine as coordenadas x, y e z, admitindo

que di = 0,7m,0y = 60°,03 = 30°.D = H = }
V=0,1m,L, =Ly =1,0m;

e) examinando as equagdes do item ¢, estime o
ntmero de configuracoes possiveis de montagem _*~ Yo
do mecanismo analisado.

Ex.6.2: Considere o robo paralelo tridi-
mensional da fig.63, que contém uma base fixa
triangular de lado L = 1,0m, com vértices A,
B e C, além de uma plataforma mével também
triangular cujos vértices sao os pontos M, N e P,
de lado I = 0,2m. Em cada um dos vértices des-
tes triangulos equilateros, localiza-se uma junta
esférica S e conectando a plataforma mébvel a
base, existem seis pernas de comprimento varidvel
dj, com j =1,...,6. Assim, para viabilizar esta
alteragao de comprimento, em cada uma das 6
pernas, existe uma junta prismética P. Admita
a presencga de dois sistemas de referéncia: um de-
les Oxgypzo com origem no ponto médio do lado
AC do triangulo da base e o outro Mx1y121 no
triangulo da plataforma, conforme indicado na
fig.63.

a) determine as coordenadas dos pontos M, N e

P em relagdo a base Mx1y;21; b) determine as
coordenadas dos pontos M, N e P em relacao

a base Ozpyozp, admitindo que a plataforma
movel sofra os seguintes movimentos nesta seqiiénciz
Trans(0,866m, zp), Trans(0,2m,xq), Rot(y =
15°%, 29) e Rot(a = 30°, z1); ¢) determine os com-
primentos de cada uma das 6 pernas, para que

a plataforma alcance a posigao e orientagao de-
finidas no item c.

Figura 62: Robo PRR

Figura 63: Vista de topo do robd 6 SPS
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