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Capitulo 5

CINEMATICA DIRETA DE ROBOS
MANIPULADORES

A cinemética de um robd manipulador é o estudo da posicéo e da velocidade do seu
efetuador e dos seus ligamentos. Quando se menciona posicdo, estd se referindo tanto a
posicdo propriamente dita, como a orientagdo e quando se fala em velocidade, considera-se
tanto a velocidade linear como angular. Pode-se distinguir dois tipos de cinemética, a
cinematica direta e ainversa. Na cinemética direta deseja-se obter a posicdo e velocidade do
efetuador, para uma dada posicéo das articulagBes. A cinemética inversa € o oposto da
cinemética direta, ou sgja, sdo fornecidas a posicéo e a velocidade do efetuador e quer se
obter as posi¢oes e velocidades correspondentes das articul agdes.

No capitulo 4 foram vistas as ferramentas mateméticas necessérias para se determinar
a posicao e orientacdo de corpos rigidos que se baseia na transformacéo de coordenadas.
Neste capitulo, € apresentada a cinematica direta. A cinemédtica inversa sera analisada no
capitulo 5. Observa-se que neste capitul o, serd visto como se calcula a posi¢do, a orientacdo, a
velocidade linear e angular do efetuador de um robd manipulador. A posi¢éo e velocidade dos
outros ligamentos do robd podem ser facilmente cal culadas de forma andloga as do efetuador.

3.1 Posicéo e Orientacao do Efetuador

Um manipulador consiste basicamente de uma série de corpos rigidos unidos entre si
por articulages. A Figura 5-1, mostra um esquema de um manipulador. Ser4 considerado
somente manipuladores com estrutura cinemética do tipo aberta, como foi visto no capitulo 2.

Cada ligamento do manipulador pode ser numerado de 0 a n, como mostra a Figura
5-1. O ligamento da base, que € usualmente fixo em relagdo ao mundo externo, € numerado
por conveniéncia como 0 e o efetuador, que € o ultimo ligamento, € numerado como n. O
objetivo € analisar a posicéo e a orientacéo do efetuador em funcdo da posicéo de cada uma
das articulagoes.

Para representar a posicdo e a orientacdo do efetuador, € posicionado o sistema de
coordenadas On-XnynZ, NO efetuador. A posicdo e orientacdo deste sistema de coordenadas é
descrito em relacéo ao sistema Og-XoYoZo, fixo na base, isto €, no primeiro ligamento. Define-
se, também, para cada um dos demais ligamentos, um sistema de coordenadas O-xyiz. E
possivel determinar a posicéo e a orientacdo do sistemai em relacdo ao sistema anterior, i—1,
pelo uso de matrizes homogéneas relacionando a transformacdo entre estes sistemas. Dessa
forma, a posi¢éo e a orientagdo do efetuador em relagcdo a base € obtida por uma composi¢éo
de transformagfes homogéneas consecutivas, partindo-se do sistema da base para o Ultimo
sistema (sistema do efetuador).

Para posicionar os sistemas de coordenadas nos ligamentos do manipulador de forma
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sistematica, € utilizada a notacdo de Denavit-Hartenberg. A notacéo de Denavit-Hartenberg é
um método sistemético de descrever a posicdo e a orientacdo relativa entre dois ligamentos
consecutivos, baseado na transformagdo homogénea.

Articulagdo §

Ligatrenta §

Articulagdo 2 i Articulagio i+1

Efetuadar
— Cadea Cinarnatica Ligatnento »
Aberta
Baze » 3
Ligamenta 0 o) "

Figura 5-1: Esguema da Estrutura de um Manipulador.

Notagdo de Denavit-Hartenberg

A Notacéo de Denavit-Hartenberg baseia-se no fato de que para determinar a posi¢éo
relativa de duas retas no espaco, sd0 necessarios somente dois par@metros. O primeiro
parametro é a distancia medida ao longo da normal comum entre as duas retas e 0 segundo € 0
angulo de rotacdo em torno da normal comum, que uma das retas deve girar, de forma que
fique paralela & outra. Observa-se que a normal comum entre duas retas no espaco € definida
por uma terceira reta que intercepta as duas primeiras retas, com angulos de 90°. Além disso,
a distancia medida entre as duas retas, ao longo da normal comum, € a menor distancia entre
as mesmas. A Figura 5-2 apresenta duas retas no espago e 0s dois parametros necessarios para
descrever sua posicao relativa.

Normal comun

Figura 5-2: Posi¢éo relativa de duas retas no espaco.
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Se para definir a posicdo relativa de duas retas no espaco sdo necessarios dois
pardmetros, entdo, para definir a posicdo relativa de dois sistemas de coordenadas seréo
necessarios quatro parametros. Isto decorre do fato de que um sistema de coordenadas é
definido por trés retas (os trés eixos do sistema), sendo que conhecendo-se dois eixos do
sistema, o terceiro esta automaticamente definido, pelas condicdes de ortogonalidade e pela
regra da méo direita. Observa-se que, a intercessdo dos eixos de um sistema de coordenadas
define a origem do mesmo. Portanto, a partir da defini¢&o da posicéo relativa entre dois eixos
de dois sistemas de coordenadas, pode-se descrever a posicdo relativa entre os dois sistemas
de coordenadas.

A Figura 5-3 representa um par de ligamentos adjacentes de um rob6 manipulador
(ligamentos i e i—1) e suas respectivas articulacdes (articulacbes i1, i e i+1). A posicdo e
orientacdo relativa entre os dois ligamentos é descrita pelas transformagdes de translacdo e de
rotagdo entre os dois sistemas de coordenadas fixos a estes ligamentos.

Articulagio 3

Articulagio -1
Arficulacio 41

Ligamento i

O f

1-1| i
|

Figura5-3: A Notacdo de Denavit-Hartenberg.

O primeiro passo para definir os sistemas de coordenadas de um robd, é localizar os
eiXxos z ao longo dos eixos das articulagdes, de forma que 0 eixo z_; € 0 eixo da articulagao i.
Seja areta H;O; a norma comum aos eixos das articulagOesi ei+1 (eixos z_; e z). A origem
do sistem O; € localizada na intercessdo do eixo da articulagdo i+1 (eixo z) e anormal comum
entre 0s eiXos z-; € z. O exo X € direcionado ao longo da extensdo desta normal comum, na
diregdo de z_; para z. Finalmente, o eixo y; € escolhido de forma que o sistema resultante O;-
Xi¥iZ Sgja um sistema de coordenadas que segue a regra damao direita.
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A posicdo relativa entre dois sistemas de coordenadas consecutivos, sistemas
Oi-1-Xi-1Yi-1Z-1 € Oi-xyiz, € completamente determinada pelas posi¢es relativas entre os
eiX0S Xi_1 € X, e entre 0S eiX0S z e z_;, que sao definidas pel os quatro paréametros seguintes:

e g: é adistancia (em moédulo) entre z_; e z, medida ao longo do eixo X, que é a
normal comum entre z_; € z, ou sgja, € adistancia HiO;;

e ¢ €0 angulo (com sinal) entre 0 eix0 z-; € 0 eixo z, medido em torno do e xo x;,
segundo a regra da méo direita, ou sgja, € o angulo de rotacdo em torno do eixo Xx;,
gue 0 eixo z-; deve girar para que fique paralelo ao eixo z;

e d;: éadistancia(com sinal) entre 0s eixos x;_; € X;, medida sobre o0 eixo z_; (que € a
normal comum entre Xi_; € X;), partindo-se de O;_; e indo em dire¢do a H;. O sinal
de d; é positivo, se para ir de O;_; até H;, caminha-se no sentido positivo de z_;, e
negativo, se caminha-se no sentido oposto de z_3;

e @: éoangulo (comsinal) entre 0 eixo x_1 € 0 eiX0 X, medido em torno do eixo z_;,
segundo a regrada mao direita, ou sgja, € o angulo de rotagcdo em torno do eixo z-;,
gue 0 X0 X;_; deve girar para que fique paralelo ao eixo X.

Com estes quatro parametros, a posi¢ao e orientagdo do sistema de coordenadas i em
relacdo ao sistemai—1 pode ser definida como uma sequéncia de quatro transformacdes:

¢ A primeira transformagéo, consiste em uma rotagdo em torno de z_;, de um angulo
&, medido segundo aregra da méo direita, de formaaalinhar x,_; com X;:

¢ A segunda transformagdo, € uma translagdo ao longo do eixo z_;, de uma distancia
di, medida a partir do ponto O;_;, até encontrar a intercessdo da normal comum
entre 71 ez (ponto Hj);

e A terceira transformacao, consiste em uma translagdo ao longo do eixo x;, de uma
distancia a;, partindo-se do ponto H; até encontrar o eixo z (ponto O)); e

e A quartatransformacédo consiste em uma rotacdo em torno do eixo x;, de um angulo
o, medido segundo aregradaméo direita, de formaaalinhar o eixo z_; com o eixo
z.

Assim, tem-se, em resumo, as seguintes transformagoes.
Al = Rot(z,6,)Trans(z,d,)Trans(x,a )Rot(x,«,) (5-1)

onde os simbolos Rot e Trans significam respectivamente transformacéo de rotacdo e de
translacdo. Em termos de transformagfes homogéneas, tem-se 0 seguinte:

[Co, -s6. 0 01 0 0 Of1 00 a1 O 0O O
A?—Sai c 0001 0 Of01 0 0|0 Coy, -S¢; O
I 0O 10/0014d|0O01 0|0 S¢y Co; O

| 0 0O O 10 00 10 0 0 110 O 0 1

[C6 -SOCa; SO.Sx aCéh,

SO, C6, cose; —-CO S, 8,56,

= . (5-2

0 Se; Ce, d;

0 0 0 1

Os parametros g e ¢; sao constantes e sdo determinados pela geometria do ligamento
i. Um dos outros dois parametros, d; ou &, varia a medida que a articulacéo se move. Como
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visto no capitulo 2, existem dois tipos de articulacdes em bragos roboticos. articulacdes de
revolucéo (ou de rotacdo) e articulacBes lineares (ou prisméticas). Se a articulacdo i for de
revolucdo, o par@metro € é varidvel e representa a sua posi¢cao angular, enquanto o parametro
d; € constante. Se a articulacéo i for prismatica, o parametro d; € a varidvel que representa a
suaposicdo linear e o pardmetro & é constante.

Existem algumas excegdes a notagéo de Denavit-Hartenberg, sendo estas as seguintes:

e Para estabelecer 0 sistema de coordenadas da base, a origem do sistema pode ser
escolhida em qualquer ponto do eixo z,. Os exo0s Xy € Yo, podem ser escolhidos
arbitrariamente, desde que satisfagcam a regra da mao direita;

o Para estabelecer 0 sistema de coordenadas do efetuador, a origem do sistema pode
ser escolhida em qualquer ponto conveniente do efetuador. A orientacéo dos eixos
deve ser tal que x, sgjaperpendicular az,-1;

e Se 0s eixos das duas articulagdes de um ligamento sdo paralelos, a normal comum
entre eles ndo é Unica. Neste caso, a direcéo de x_; deve ser perpendicular a ambos
oseixoseaorigem O; é arbitréria;

e Se 0s eixos das duas articulagbes de um ligamento se interceptam, ou sgja, e z_;
intercepta z, a origem O; deve ser localizada na intersecéo dos dois eixos e x; deve
ser perpendicular a ambos 0s e X0s.

Posicéo e Orientacdo do Efetuador

Com a notacdo de Denavit-Hartenberg definida, pode-se obter a posi¢éo e orientacéo
do efetuador em relagcdo ao sistema da base (sistema Oo-XoyoZp) em funcéo dos deslocamentos
de todas as articulages. O deslocamento de cada articulagéo € dada por d; ou &, dependendo
do tipo de articulacdo. Para facilitar a nomenclatura, a posi¢éo das articulacbes sera denotada
por g, definido como:

g = @, seaarticulacdo i for de revolugao; e
g =d, seaarticulagdo i for prismética.

Dessa forma, a posi¢éo e orientacdo do ligamento i relativo ao ligamento i—1 é descrita em
funcdo de q;, através damatriz homogénea A'_(q;).

Como visto, um manipulador consiste de n + 1 ligamentos, com a base sendo o
ligamento 0 e o efetuador o ligamento n. Portanto, do efetuador & base existem n
transformagfes homogéneas consecutivas, assim, a posicao e orientacdo do efetuador € dada
por:

A% =Ag(a)AL(a,)--Ar(a,), (5-3)

onde, A; é a matriz homogénea que representa a posicdo e orientagdo do efetuador em

relacéo ao sistema da base, em fungdo das posigdes de todas as articulagdes. Como A € uma
matriz homogénea ela tem a seguinte forma:

n Ro(0y-0y)  Xg(Ayse-0h)
AY(Gyntn)=| ° 10 ° 11 - (5-4)
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R5(Q,,---,0,) € amatriz de rotagdo que representa a orientacdo do efetuador em relagdo ao
sistema da base. Desta matriz de rotacdo, pode-se obter, se desgado, uma descricdo da
orientacdo do efetuador em termos de angulos de Euler, "roll-pitch-yaw", ou ainda,
parémetros de Euler-Rodrigues, como visto no capitulo 4. O vetor x;(Q,,...,.q,) fornece a
posicao do efetuador em relacéo ao sistema da base.

Dessa forma pode-se definir o seguinte algoritmo para realizar a cinematica direta da
pOsi ¢ao:

Passo 1: Localizar os eixos das articulagdes, ou seja, 0S eX0S 2, 7, até z,-1, de forma que o
eixo daarticulagdo i seja 0 eixo z_;.

Passo 2: Estabelecer 0 sistema de coordenadas da base. A origem deste sistema pode ser
escolhida em qualquer lugar do eixo z,. Os eixos X e Yo podem ser escolhidos
arbitrariamente, desde que satisfacam a regra daméo direita.

Repetir os passos 3 a5 parai = 1,...,n-1.

Passo 3: Localizar a origem do sistema i, ponto O;, onde a normal comum entre 0S €iX0s z e
Z-1 intercepta 0 eiX0 z. Se 0 eixo z intercepta 0 eixo z-1, localizar o ponto O; na
intersecdo. Se 0s eIX0S z e z-1 sao paralelos, localizar o ponto O; naarticulagéo i.

Passo 4: Estabelecer 0 eixo x; a0 longo da normal comum entre os eixos z e z_;, a partir do
ponto O;. O sentido do eixo x; € nadiregdo do eixo z_; para o eiX0 z. Se 0S eiX0s z e
Z_1 Se cruzam, entdo o eixo X; € normal aambos com qualquer direcéo.

Passo 5: Tendo os eixos z e x;, estabelecer 0 eixo y; segundo aregra da mao direita.

Passo 6: Estabelecer o sistema de coordenadas do efetuador, sistema Op-Xnynz,. A origem
deste sistema € escolhida de forma arbitraria, porém, de maneira geral € escolhida
como sendo o centro da garra ou algum outro ponto de interesse do efetuador. Os
eixos deste sistema sdo definidos de forma arbitréria, desde que o eixo x, sga
perpendicular ao eixo z,;. Normalmente tem-se, 0 eiXo z, na diregdo de ataque, o
€iX0 X, na direcdo normal e o0 eixo y, ha direcdo de escorregamento, como mostra a
Figura 5-4.

Passo 7: Criar uma tabela com os parametros de Denavit-Hartenberg referentes a cada um dos
ligamentos ou articul acdes.

Passo 8: Montar as matrizes de transformagdo homogénea, A (q,), a partir dos parametros
de Denavit-Hartenberg e da eg. (5-2).

Passo 9: Obter a matriz de transformag&o homogénea A (g ,...,.q,), a partir de eg. (5-3), que
relaciona a posi¢éo e orientacdo do efetuador em relacdo ao sistema da base.
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Articulacdo n

Xn (direcdo normal)

Efetuado
2, (direcdo de ataque)

Yn (direcéo de escorregamento)

Figura 5-4: Sistema de coordenadas do efetuador.

Exemplo 5.1: Robb plano de duas articulagcdes de revolucéo (2R).

A Figura 5-5 apresenta um esquema de um robd plano de duas articulagdes de
revolucdo, com o0s sistemas de coordenadas posicionados nas articulagbes e no
efetuador.

X2
Y2 o)
Y1 /
1
Yo /
A /I 02 Xl
a K
~—~0,
X O
. n XO
Oo

Figura 5-5: Esguema de um robd plano com duas articul agdes de revol ugao.

Os parametros de Denavit-Hartenberg para este robd sdo definidos na Tabela 5-1.

Tabela 5-1: Parametros de Denavit-Hartenberg do robd plano com
dois graus de liberdade de revolucéo.

Ligamento 3 O di a
1 a1 0 0 o
2 a 0 0 6
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Com estes parametros de Denavit-Hartenberg e a eq. (5-2) pode-se definir as matrizes
de transformacdo homogénea do sistema de coordenadas da base para o sistema 1 e do
sistema 1 para o sistema 2, fixo no efetuador, como abaixo.

r —S 0 at C, -5 0 &G,
s, C 0 a$§ S C 0 as
Aj = e Al = :
10 0 1 O 10 0 1 O
0O 0 0 1 0O 0 0 1

onde os simbolos S;, C; significam respectivamente 0 seno e o coseno de 6, € S, Co
significam respectivamente 0 seno e 0 coseno de &. A multiplicacdo destas duas
matrizes resulta na matriz de transformagdo homogénea da base para o efetuador, como
Se segue:

C12 - 312 0 alCl + a2C12

S, C, 0 a5+a5S,
0 0 1 0

0 0O O 1

onde S, e Cy, representam respectivamente 0 seno e o coseno de & + 6. Nota-se que
os dois primeiros elementos da quarta coluna sao as componentes X e y do ponto O,, ou
segja, as coordenadas do efetuador descritos em relagdo o sistema da base (Oo-XoYo02o).
Observa-se, também, que a orientacdo do efetuador € dada por uma rotacdo em torno do
€iX0 o de um angulo 6, + 6.

Exemplo 5.2: Rob6 de Stanford. A Figura 5-6 apresenta o robd de Stanford de 6 graus
de liberdade, sendo 5 articulagdes de revolucdo e uma prismatica.

A Figura 5-7 apresenta um esquema deste robd com as suas articulaces e com o0s
sistemas de coordenadas posicionados nos ligamentos. Os parametros de Denavit-
Hartenberg correspondentes aos sistemas de coordenadas definidos na Figura 5-7 séo
apresentados na Tabela 5-2. Note que na configuragdo instantanea da Figura 5-7, o
manipulador apresenta os sistemas de coordenadas 3 e 5 como sendo coincidentes e o
eixo X4 também coincidente com xs;. Contudo, qualquer ateracdo nas posicdes das
articulagdes 4 e 5 (angulos 6, e 6) fara com que a coincidéncia destes eixos e destes
sistemas sgja eliminada.

Tabela 5-2: Parametros de Denavit-Hartenberg do robd de Sanford.

Ligamento & 0 di 4
1 0 -90° 1 o
2 0 90° P *
3 0 0 ds* 0
4 0 -90° 0 On*
5 0 90° 0 G*
6 0 0 ls O+
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Nota-se que 0s parametros marcados com o asteriscos (*) representam o0 parametro
variavel da articulagdo.

Figura 5-6: Rob6 de Sanford.

As matrizes homogéneas podem ser calculadas a partir da eq. (5-2) e dos
parametros de Denavit-Hartenberg da Tabela 5-2, resultando no seguinte:

C, 0 -S 0 .0 S 0
s 0 C O S, 0 -C, 0
Al= .A2=
°lo -1 0 LI™MTlo 1 0o 1
10 0 0 1 0O 0 0 1
100 0 C, 0 -S, 0
e (0100 s 0 ¢ 0
2700 1d,|' *T|o -1 0o of
000 1 0 O 0O 1
C. 0 S O C. -S. 0 0
i |S 0G0l S G 00
01 0 O 0 0 1 I
00 0 1 0 0 01
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Figura 5-7: Esquema do robd de Sanford com os sistemas de
coordenadas das arti cul agoes.

A posicéo e orientacdo do efetuador é obtida a partir das matrizes homogéneas
acimae daeg. (5-3), resultando no seguinte:

6
XO

e Too Tz Yo

A6=A1A2A3A4A5A6= f ) B ’
° oI r.31 r32 r3,3 Zg
O 0 1

onde os elementos damatriz A { acima, 30 dados pelas expressdes seguintes:

r1,1 = Cl[CZ (C4C5C6 - 8486) - stsce] - Sl(S4C5C6 + C4se);
2 = S[C,(C,CsCs — S,S;) — S,S,C5 | + C,(S,CsCs + C,Sy);
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ra=—S(C,CiCs — S,Ss) — C,S:Co;

r, =C[- C,(C,CiS; + S,Cq) +S,SS |- S.(-S,C,Ss + C,Co);
r, =S|~ C,(C,CsSs - S,Cq) + S,SS; | + C.(-S,C,S; + C,Co);
r, =S, (C,CS; + S,Cq) + C,S,Ss;

ls= C.(C,C,S + SC) - SS,Ss;

s = Sl(C2C4SS + Szcs) + C154S ,

;s =—S5,C,S + C,C;

xt =C,S,d, - S/, +1,(C,C,C,S, +C,S,C. - SS,S.);

ye =SS,d, +Cl, +1,(S,C,C,S, + S,S,C. - C,S,S.);

2 =1, +C,d, +1,(C,C, - S,C,S,).

Observa-se que os elementos r;; formam a matriz de rotagdo da transformagéo do
sistema da base para o sistema do efetuador, ou sgja, a orientagcéo do efetuador, e os

elementos, xJ, Yo, €z¢ representam a posigdo do efetuador.

3.2 Velocidade do Efetuador

Pode-se definir o vetor g, como sendo um vetor coluna, que contém as posicdes de
todas as articulages, da seguinte maneira, q = (01, Oz,..., dn)'. Nota-se que o vetor q tem
dimensdo nx1, onde n € o nimero de articulages. O objetivo é encontrar o vetor velocidade
linear, v,(q), e o vetor velocidade angular do efetuador, w (q), descritos em relagéo ao

sistema de coordenadas da base, em funcéo das vel ocidades das articul agdes.

Velocidade Linear do Efetuador

Como visto, X,(q) é o vetor de posi¢do do efetuador em relacdo ao sistema da base,

sendo funcéo das posicdes de todas as articulagdes. Portanto, para obter a velocidade linear do
efetuador, basta derivar este vetor em relacéo ao tempo, ou sgja

]
dt
_dxg | dyg
Vo TS0 T ae |
dz,
dt

(5-5)

onde X;, Y., €z sao0 as componentes X, y e z do vetor posi¢do do efetuador. Como o vetor

X € funcdo da posicdo de todas as articulagBes, as derivadas das suas componentes em
relacdo ao tempo sdo obtidas pelaregra da cadeia, sendo dadas por:

o q, + X g,+..+ 0 d,; (5-6)
A, A, A,

— v _
V,, =X =

n,x




Andalisede Robbs (E.L.L. Cabral) 12

No . Ko . No . .

V., =Y, =—"-0, + +..4 : 5-7

n,y yO O'bIl ql 0'q2 q2 0'qn qn ( )
L dy o dn azy

V. =2"= + +..F ; >-8

n,z 0 éql ql 0'q2 q2 O'qn qn ( )

onde o ponto sobre a varidvel denota derivada em relagéo ao tempo.

Definindo a matriz jacobiano da velocidade linear, Jy(q), de dimensdo 3xn, como

sendo:
_ X X -
A, AL
No No
J,@Q)= : (5-9)
Y &1 éqn
oz oz,
L &1 éqn i
aseg. (5-6), (5-7) e (5-8) podem ser escritas de forma matricial, da seguinte forma,
v, =Jy(@)q. (5-10)

Esta expressdo fornece a velocidade linear do efetuador, descrita em relagdo ao sistema de
coordenadas da base, em funcéo das velocidades e das posic¢oes das articulacdes. Note que, a
matriz J,(q), é em geral, funcdo das posi¢des de todas as articul agles.

Existe outra forma de se obter a velocidade linear do efetuador sem a necessidade de
efetuar derivadas. A eg. (5-10) pode ser escrita da seguinte maneira:

Vo =Jyly + 4,0+ 4300, (5-11)
onde J,; é acolunai da matriz J, sendo um vetor coluna de dimensdo 3x1, e o produto J,ig;
representa a contribuicdo da articulagéo i na velocidade do efetuador, com todas as outras

articulacOes paradas.

Se a articulagdo i for prismética, ela produz no efetuador uma velocidade linear na
mesma diregdo que seu eixo, eixo z_1, com magnitudeigual a d, , ou sgja,

‘JViqi = Zi—ldi ' (5-12)

onde, zi_; € 0 versor do eixo z_; descrito no sistema de coordenadas da base. Se a articulagéo
i for de revolucdo, ela produz no efetuador uma velocidade linear igual &;

Jul = (z,,0) x Fiiins (5-13)

onde 6, é avelocidade angular da articulagdo i, o simbolo x denota produto vetorial eri_1, €
0 vetor gue une a origem do sistema de coordenadas da articulacdo i, ponto O;_;, a origem do
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sistema de coordenadas do efetuador, ponto O, descrito em relacdo ao sistema de
coordenadas da base.

Observando as eq. (5-12) e (5-13) pode-se concluir que a colunai da matriz J, € dada
por:

(5-14)

Vi

] z ., seaarticulacdoi for prismatica, e
B z,_, xr_,,, Seaarticulacéoi for derevolucdo.

Velocidade Angular do Efetuador

A velocidade angular do ligamento i ou, do sistema de coordenadas i, relativa ao
sistema de coordenadas i—1, expressa no sistema de coordenadas i-1, w™, é dada pela
Seguinte expressao:

(-1 gk, seaarticulacao i for de revolucao;
WiI = (5'15)

0, seaarticulacao i for de translacao;

onde k é 0 eixo da articulacZo i visto pelo sistema de coordenadas i1, ou segja, k = (0, 0, 1)".
Observa-se que w'™ ¢ a velocidade angular da articulagio i vista pelo sistema de
coordenadas fixo na propria articulagéo (sistemai-1).

Para exprimir a velocidade angular w ‘™ em relagio ao sistema de coordenadas da

base, basta descrever o versor k em relagdo ao sistema da base. Para isso redliza-se a
transformacéao de rotacéo que leva o sistema da base ao sistemai—1, ou sgja,

Rio_lWi(i_l) = Rio_lqik =0Zi,. (5-16)

Note que o produto R}, 'k representa o versor do eixo da articulagdo i (eix0 z-;) descrito em
relacdo ao sistema de coordenadas da base, que € denominado por z;-;.

A velocidade angular do efetuador descrita em relac8o ao sistema da base, € a soma
das velocidades angulares de todos os ligamentos, expressas todas em relagcdo ao sistema de
coordenadas da base. Assim, a velocidade angular do efetuador, descrita em relacéo a base, é
dada por:

w, =W+ pRiwM+. +p RETWED (5-17)
Obviamente, se a articulagdo i for prismatica, ela ndo contribui para a velocidade angular do
efetuador. Para considerar este efeito, na equagdo acima, foi introduzido o parametro o, que

representa o seguinte:

1 seaarticulacdoi for derevolucao;
,Oi = . ~ - ~
0, seaarticulacdoi for de trand acéo.
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A velocidade do efetuador escrita em funcdo das velocidades das articulacdes, pode
ser obtida pela substituicéo da eq. (5-16) na expressdo acima, obtendo-se 0 seguinte resultado:

W, =002 +0,0,Z,+..+0,0,Z,,; - (5-18)
Esta equacéo pode ser escrita de forma matricial, da seguinte maneira:
w, =J,(a)q, (5-19)

onde J,, € uma matriz de dimenso 3xn, cujas colunas sdo 0s eixos das articulagbes descritas
no sistema da base multiplicados por um indicador que fornece o tipo da articulagéo, ou sgja,

3, =|Pz0. 00210 002, 4] (5-20)
Observa-se que cada coluna de J,, representa a contribuicdo da respectiva articulagdo na
velocidade angular do efetuador.

5.3 Matriz Jacobiano de um Manipulador

Pode-se unir as relagdes das velocidades linear e angular do efetuador em funcéo das
vel ocidades das arti culagBes em uma mesma equacado, resultando no seguinte:

e
ou, definindo o vetor V, =(v,,w )", tem-se!

V. =J(q)q. (5-22)
A matriz J(q) é definida como sendo a Matriz Jacobiano do efetuador. Esta matriz relaciona
as velocidades linear e angular do efetuador, expressas no sistema de coordenadas da base,

com as vel ocidades das articulagfes, para uma dada configuragéo do manipulador.

Em resumo, a coluna i da Matriz Jacobiano de um manipulador é dada pela seguinte
EXPressao:

(2, %Iy, . . . ~

J, = , " |, seaarticulacdo i for de revolucéo; e (5-23)
L<i-1
_Zi—l . ~ s ~

J, = 0o | seaarticulagéo i for de translagéo. (5-24)

A dimensdo da Matriz Jacobiano é mxn, onde m é o nimero de linhas, que é igual ao
numero de graus de liberdade do campo de trabalho do robb e n é o nimero de colunas, que é
igual @ numero de articulagBes do robd. Para um robb que trabalha no espaco, m sera no
maximo igual a 6 e para um robd que trabalho no plano, m serd no maximo igual a 3. Os 6
graus de liberdade do espaco correspondem aos trés graus de liberdade de posicionamento e
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aos trés de orientacdo de um corpo rigido. Para o plano tem-se dois graus de liberdade de
posi cionamento e somente um grau de liberdade de orientacdo, pois, no plano somente define-
se velocidade ou posicéo angular em torno do eixo perpendicular ao plano. Assim, observa-se
que o numero de linhas da Matriz Jacobiano ndo é fixa, devendo ser definida pelo interesse do
problema e principalmente, em fungdo do que o robd € capaz de realizar. Dessa forma, por
exemplo, pode ser definida uma Matriz Jacobiano de dimensio 3x3 para um rob6 que trabalha
No espaco, se somente interessar os trés graus de liberdade de posicionamento.

Observa-se que na expressdo (5-21), no lugar da velocidade angular do efetuador,
pode-se colocar a variagdo temporal dos parametros que descrevem a orientacdo do efetuador.
Estes parametros podem ser, por exemplo, angulos de Euler, “roll-pitch-yaw” , parametros de
Euler-Rodrigues e outros. A variacdo temporal destes parametros € obtida pela derivacdo no
tempo das expressoes que os relacionam com as posi¢oes das articulagdes, como sera visto na
Secéo 5.6.

Exemplo 5.3: Velocidade linear e angular do efetuador do robd de duas articulagdes de
revolucao no plano.

A Figura 5-5 apresenta um esquema do robo de duas articulacdes de revolugdo no
plano. A eg. (5-23) aplicada a este rob0 resulta no seguinte:

Je z,x0,0, z,x00,

Zo Z;
onde;
a,C, a,C, +a,C,
0,0, =| &S |; 0,0, = &S +&,95, |;
0 0
a,C, 0
0,0, =0,0, - 0,0, =| a,S, |; Z,=2,=|0].
0 1

Substituindo as expressdes dos vetores na expressao da Matriz Jacobiano e
efetuando as operagdes resulta em:

- S - 8,5, - azslz_
a,C, +a,Cpp a,Cpp
0 0
)= 0 0
0 0
L 1 1 .

Aplicando a eg. (5-21), obtém-se as velocidades linear e angular do efetuador, como se
segue:
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(_alsl - aZSlz)él - azslzéz 0
vV, = (alCl + a2C12)‘91 +a,C,0, |; W(zJ =
0 6,+6,

Observa-se que a velocidade linear do efetuador poderia também ser obtida pela
derivac&o no tempo do vetor posi¢éo do efetuador (0,0, ), conforme as eg. (5-6), (5-7)
e (5-8), resultando exatamente na mesma expressao acima.

Exemplo 5.4: Velocidade linear e angular do centro do segundo ligamento de um robd
de trés articulagbes de revolucéo no plano.

X2

Y2
6 ys

Y1 Oc2 .': D
Yo ) O3

Figura 5-8: Esgquema de um robd plano com trés articul agdes de revol ucao.

A Figura 5-8 apresenta um esquema do rob6 de 3 articulagbes no plano. Da
mesma forma que realizado no exemplo anterior, a eg. (5-23) pode ser aplicada para se
obter a velocidade angular e linear de qualquer ponto dos ligamentos de um robd. A
Unica diferenca é que os vetores posicdo utilizados relaciona a posicdo do ponto
desgjado ao centro de cada um dos sistemas de coordenadas, como se segue:

Jo z,x0,0, z,x00, O

z, Z, 0
onde;
a,C, a,C, + |02 Cp
Oool = alsl , Ooocz = alsl + lczslz ,
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l.,Cy, 0
Oloc2 = Ooocz - O001 = Iczslz y Lo =24, = 0].
0 1

Observa-se que a terceira coluna da Matriz Jacobiano neste caso € igua a zero
porque a velocidade linear e angular do segundo ligamento ndo é afetada pelo
movimento da terceira articulacdo.

Substituindo as expressdes dos vetores de posicéo e dos eixos das articulagdes na
expressao da Matriz Jacobiano resulta em:

- 1Sl_|c2812 _lczslzo
a,C, +1,Cp, 1.Cp, O
0 0O O

7= 0 o of
0 0O O
1 1 O

As velocidades linear e angular do centro do segundo ligamento sdo obtidas pela
multiplicacdo da Matriz Jacobiano correspondente pelo vetor velocidade das
articulagdes, resultando no seguinte:

(_alsl - chSlz)él - Ic2812é2 0
Vo = (alCl + |c2C12)01 + |02C1262 v Wep = 0
0 6, +0,

5.4 Velocidade Angular

Um dos conceitos mais complexos na area de cinematica de corpos rigidos € o
conceito de velocidade angular. Este fato é reconhecido por diversos atores, podendo-se
destacar algumas citagbes, como as seguintes.

e T.R. kane (1978): “A velocidade angular parece ser um dos conceitos mais
problematicos’;

e H. Cheng (1989): “Muitos livros ndo fornecem uma definicdo clara e Util para
rotacOes genéricas espaciais e ndo as distingue de rotagdes em torno de um eixo
fixo”.

A definicgo encontrada para a velocidade angular de um corpo rigido na maioria dos
livros, € aseguinte:

w=|j A9 (5-25)
=M e
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onde, w € a velocidade angular, ¢ € o angulo medido em torno do eixo instantaneo de rotacdo
e At éum intervalo de tempo.

No caso de robds manipuladores, 0 eixo instantaneo de rotacdo normalmente ndo é
conhecido. Nestes casos, a expressdo acima ndo é muito Util. Nesta se¢do serd obtida uma
forma mais Util para descrever a velocidade angular de um corpo com uma rotacdo genérica

No espaco.

A Figura 59 mostra um corpo rigido com movimento de rotagdo em relacdo ao
sistema de coordenadas fixo Op-Xoyozo. O sistema de coordenadas O;-x1y1z; esta fixo ao corpo
e portanto estd com movimento de rotacéo em relacéo ao sistema Og-XgYozo. Seja 0 ponto P,
fixo no corpo, cujas coordenadas em relacéo ao sistema Oi-X1y;z; S80 dadas pelo vetor r;.
Quando o corpo rigido sofre uma rotacdo, a relacdo entre as coordenadas do vetor ri no
sistema O1-X1y121 € no sistema Og-XoYoZo € dada pela seguinte expressao:

ro =Rry, (5-26)
onde ro € 0 vetor com as coordenadas do ponto P no sistema Op-XoyoZo € R é a matriz de

rotagcdo que descreve a transformacéo do sistema Op-XoyoZo para 0 sistema O;-Xpy12; fixo ao
Corpo.

Z

O,

' N

lo

Corpo Rigido
X1

Oo >Yo

Xo

Figura 5-9: Esquema de um corpo rigido com movimento de rotagéo.

Derivando-se a expressdo (5-26) em relagcdo ao tempo, obtém-se a derivada do vetor
ro, que éigual avelocidade linear do ponto P em relagdo ao sistema Op-XoyoZo, COMO sendo,

v=Rr,. (5-27)

onde v é avelocidade linear do ponto P. Observa-se que a medida que o vetor r; é constante,
pois a posi¢ao do ponto P fixo no corpo ndo muda em relacéo ao sistema de coordenadas fixo
no corpo, a sua derivada € igual a zero.
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Por outro lado, tem-se que a velocidade linear do ponto P, cuja posicéo é definida pelo
Vetor ro no sistema Op-XoYoZo, fixo em um corpo rigido girando com velocidade angular w em
relacdo ao sistema Og-XoYozo, € dada pela seguinte expressao:

V=W Xr,, (5-28)

onde o simbolo x denota produto vetorial. Esta expressao pode ser escrita de outraforma mais
conveniente, ou sgja,

v=Qr,, (5-29)

onde Q € umamatriz de dimensdo 3x3, dada por,

0 -w, w,
={w, 0 -w| (5-30)
W, W, 0

Observa-se gque as expressdes (5-28) e (5-29) fornecem o mesmo resultado, sendo que a
matriz Q representa simplesmente uma forma mais conveniente de escrever o vetor
velocidade angular de um corpo rigido. Substituindo a expresséo (5-26) na eg. (5-30), resulta
no seguinte:

v=QRr,. (5-31)

|gualando-se as expressoes (5-27) e (5-31) obtém-se uma relagéo entre a derivada da
matriz de rotagcdo e a velocidade angular, ou sgja

R=0R, (5-32)
ou, invertendo-se,
Q=RR!. (5-33)

Estas duas expressdes s80 muito importantes, pois elas relacionam a velocidade angular de
um corpo com a matriz de rotagéo e com a derivada da matriz de rotacdo. Observa-se que a
matriz de rotacdo R representa a orientacdo do corpo no sistema Op-XoyoZo € a sua derivada
representa a variagao da orientagdo do corpo.

5.5 Variacao da Orientacao do Efetuador

Observa-se que na expressdo (5-21), a velocidade linear do efetuador pode ser obtida
simplesmente pela derivacdo no tempo da posicdo do efetuador. Assim, se for conhecida a
posicdo inicial do efetuador e a sua velocidade linear em funcdo do tempo, a posicdo do
efetuador em qualquer instante pode ser calculada pela integragdo da sua velocidade no
tempo. Contudo, 0 mesmo raciocinio ndo é vaido para a orientagdo, pois, no caso de robds
manipuladores, o eixo instantaneo de rotacdo normalmente ndo € conhecido, além de variar a
todo instante. Dessa forma, a integracéo da velocidade angular do efetuador nédo fornece a sua
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posicdo angular ou, sua orientagcdo. Nestes casos, a parcela da eg. (5-21) que fornece a
velocidade angular do efetuador em funcéo das velocidades das articulaces as vezes néo é
muito Util. Nesta se¢do serd obtida uma expressao para descrever a variagdo da orientagcdo do
efetuador em fungdo das velocidades das articul agoes.

Como visto na secdo 5.1, a orientacdo do efetuador € funcdo das posicdes das
articulacdes, dessa forma, pode-se definir o seguinte sistema de equagdes ndo lineares:

Yo =f(a), (5-34)

onde o vetor y7, de dimensdo mx1, contém a orientacdo do efetuador e f € um vetor de
0 ac

funcBes de dimensdo mx1. A orientacdo do efetuador pode ser descrita por diversos
parametros, como por exemplo, os elementos da matriz de rotacdo, os angulos de Euler, os
parametros de Euler-Rodrigues e outros.

A partir da teoria de calculo diferencial, dado o sistema de equacdes ndo lineares, da
forma da eq. (5-34), a derivada em relagdo ao tempo da orientag&o do efetuador, ou sgja, do

vetor y; € dada por:

Yo =Jo(@)q, (5-35)

onde J, € uma matriz jacobiano de dimensdo mxn. Podem existir varias matrizes Jo,
dependendo dos parametros utilizados para descrever a orientagcéo do efetuador contidos no

vetor y;. Assim, se for utilizada a matriz de rotagdo, como obtido na eq. (5-4), repetida
abaixo:

n Ro(@,---,0,) Xgo(Q,-.-,0,)
Ao<ql,...,qn):[ o I (5-4)
tem-se, para o vetor y, 0 seguinte:
yg = (r1,1’r1,2’--- ) r3,3)t (5'36)
e paraamatriz Jo,
[or,, ory, ory, |
J9, dg,  0q,
or, Or, ory,
Jo=|9a, 9a, g, | (5-37)
6r'3’3 6r'3’3 ' ar'&3
1 dg, dq, ~ dq, |

onde ri; é o elemento da i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz Rg. Observa-se que neste
caso o vetor y; terddimensdo 9x1.
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Uma forma mais conveniente de descrever a orientacdo do efetuador sdo os
pardmetros de Euler-Rodrigues, que consiste no conjunto de 4 elementos, p, g, r, S, COMO
Visto na secdo 2.8. A expressdo (2-51), repetida abaixo, apresenta os parametros de Euler-
Rodrigues em func&o dos elementos da matriz de rotagéo:

1.
p= E Smal(r3’2 — I3 )\/rl,l o=l t L

1.
q=-s Nal(ryg =y \— Ty + T, —Tas +1;
(5-38)

1.
r=- sinal(r,, —r,, )\/— Rl PP PP

1\/ 1
S=—Jl + 0+, +1,
2 11 22 33

onde, sem perda de generalidade, o parametro € foi assumido como sendo +1. Dessaforma, os
pardmetros de Euler-Rodrigues sdo funcdo das posicbes das articulacOes, através dos

elementos ri; da matriz de rotagdo. Assim, neste caso, o vetor de orientagdo do efetuador, yy,
sera definido como:

Yo =(p.a.1.9)", (5-39)
cuja derivada em relacéo ao tempo sera dada por:
p

. |=J.(@)a (5-40)

onde amatriz J,, sera definida como;

dp dp 0P|
dg, 9g,  oq,
99 09 99
_|9q, dg, " oq,
L=l o o | (&40
dg, 9g,  oq,
9Js s 0s
| 0g, dg,  aq,

A derivada dos parametros de Euler-Rodrigues em relacéo a posicdo da articulagdo i,
Qi, € obtida derivando-se aeg. (5-38) em relacdo a g, resultando nas seguintes expressoes.
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89 _ 1 OTll 072,2 OTa,s .

H‘s_p(aq. A & ]

ﬁ:i(_ ar1,1 + &2,2 _ a(3,3 j’

&, 8ql Ay o 52
i=i£_ o &33}

éqi 8r ét]i ét]i éﬁl

&

1 (0}1,1 OTZ,Z 0’*-3,3 J
+ + :
e I

" 8s

&

Observando-se estas expressdes, nota-se que sempre que p, g, r, ou s forem iguais a zero, 0
denominador das mesmas se anula. Dessa forma, o calculo da variacdo temporal dos
parametros de Euler-Rodrigues utilizando a eq. (5-35) e a matriz jacobiano cujos termos séo
definidos pela eg. (5-42), apresentara problemas numeéricos.

Uma forma de se calcular a variagao temporal dos parametros de Euler-Rodrigues sem
problemas numéricos é utilizando a expressdo (5-32). A eg. (4-50) do item 2.8, repetida
abaixo, apresenta uma matriz de rotacéo genérica escrita em funcéo dos parametros de Euler-
Rodrigues,

2(p>+s°)-1  2(pq-r9) 2(pr + )
R.,=| 2(pg+rs) 2(q*+s’)-1 2(qr-ps) |. (2-50)
2(pr — ) 2(gr + ps)  2(r*+s?)-1

Derivando-se a matriz acima em relagéo ao tempo e igualando ao produto matricial QR da eq.
(5-32), obtém-se 0 seguinte para os termos da diagonal principal:

App + s8) = —2w,(pg + rs) + 2w, (pr — gs); (5-43)
4(qq + s8) = 2w, (pg - rs) — 2w, (ar + ps); (5-44)
A(rr + s8) = —2w, (pr + gs) + 2w, (ar — ps). (5-45)

Sabe-se que o quatérnion formado pelos paréametros de Euler-Rodrigues tem modulo
unitério, ou sgja,

PP+ +r°+s =1, (5-46)
que derivando em relagdo ao tempo, resulta na seguinte rel acéo:
pp+qg+rr +ss=0. (5-47)

Somando-se as expressoes (5-43), (5-44), (5-45) e substituindo o resultado na eg. (5-
47) resulta em uma expressao para a variacao temporal do parametro s, da seguinte forma:

1
S:E(—wxp—qu—wzr). (5-48)
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Substituindo a eg. (5-48) na eg. (5-43), resulta em uma expressdo para a variagdo temporal do
pardmetro p, como a seguir,

o1

p:E(WXs+ w, I —w,q). (5-49)
Damesma forma, substituindo-se a eg. (5-48) naeg. (5-44), resultaem:

1

q:E( —W,I +W,S+W,p). (5-50)

Finalmente, substituindo a eq. (5-48) na eq. (5-45), obtém-se para a variacdo temporal der, o
seguinte:

1
sz(qu - W, p+W,s). (5-51)

As expressoes (5-49), (5-50) e (5-51) podem ser escritas de forma matricial da
Seguinte maneira

Y S r-q

al 1f-r s p |

B I (5-52)
S -p -q -r|-°*

Substituindo na expressdo acima a eq. (5-19), que fornece a velocidade angular do
efetuador em funcéo das vel ocidades das articul agdes, tem-se:

== J,4a. (5-53)

Comparando as eg. (5-40) e (5-53) chega-se a conclusdo que a matriz J, pode ser
escrita como um produto entre a matriz jacobiano da velocidade angular e uma matriz M,
COMO Se Segue:

J =MJ, , (5-%4)

[o] w

onde amatriz M é definida por:

s r -q
1l-r s p
“3lq —p S| (5-55)

-p -q -
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Percebe-se que neste caso, a matriz J, ndo apresentam problemas numéricos, ou sgja, néo
apresenta a possi bilidade de divisdo por zero, como ocorria com as relacdes da eg. (5-42).

Exemplo 5.5: Dados os parametros de Euler-Rodrigues e a sua variagdo temporal, obter
avelocidade angular.

A eg. (5-52) pode ser escrita em fungdo da Matriz M, como se segue:

p

q| |
p =M w,
s .

s—rq—pglloowX
r s—p—qr:501OWy,
-q s—rS 0 0 1fw,

gue apés efetuar a algebra e escrevendo cada componente do vetor velocidade angular
separadamente, resulta em;

W, =2(sp-rg+aqr - ps);
w, =2(rp+sq— pr—as);
W, =2(-gp+ pg+ s —r9$),;

ou,

W =2[(sp-rg+af — ps)i+(rp+sq— pr —ags)j+ (-ap+ pg + s —rk];
Exemplo 5.6: Obter a expressdo da velocidade angular de um corpo rigido com rotacdo
em torno de um eixo variavel.

A expressdo do vetor velocidade angular obtida no exemplo anterior pode
rearranjada para se obter:

w =2[(qr —ra)i — (pr —rp)j + (pd — ap)k + sPi + sj + stk — spi — s — k],

gue pode ser escrita em termos de produtos vetoriais e escalares de vetores, como se
segue:
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=
Il
N
= O ho]
X
+
= O ko]

p
=4 all.
' r

onde, x significa produto vetorial. A eq. (2-49), repetida abaixo, fornece as expressoes
dos parametros de Euler-Rodrigues;

p=n,sn(@/2),

q=n,sn(@/2);

r=n,sin(@/ 2);

s=cos(d/ 2).
Lembre que estes parametros representam uma rotagéo de um angulo 6 em torno de um
eixo arbitrério n. Substituindo as expressdes acima na eg. da velocidade angular resulta
em:

W =né +nsing + (n x n)(1- cosb).
Esta expressdo fornece a velocidade angular de um corpo rigido em torno do eixo
instantaneo de rotacéo, n. Note que, quando n = 0 (eixo de rotacdo fixo), a velocidade
angular é dada por:

w=néd.

Conforme o esperado, ou sgja, para um eixo de rotagéo fixo, a velocidade angular é
igual aderivada da posi¢éo angular em torno do eixo.



