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Capitulo 4

PRELIMINARESMATEM ATICOS:
TRANSFORMACAO DE COORDENADAS

Para o estudo de robds manipuladores € necessario um conhecimento prévio das
técnicas de descricao de posicdo, orientacdo e vel ocidade de corpos rigidos. Para o estudo dos
movimentos de um corpo rigido é fundamental o conhecimento da teoria de transformacéo de
coordenadas. Neste capitulo, sdo apresentadas as ferramentas matematicas necessarias para o
estudo dos movimentos de robds manipuladores, incluindo, formas de descrever orientacdo de
corpos rigidos, transformacéo de coordenadas, matriz de rotacéo e transformagdo homogénea.

4.1 Posicdo e Orientacdo de um Corpo Rigido

Um manipulador pode ser modelado como um sistema de corpos rigidos. A
localizagdo de cada corpo rigido € completamente descrita pela sua posi¢éo e orientagéo.

A posicao pode ser representada pelas coordenadas de um ponto arbitrério, fixo no
corpo. Sgja O-xyz um sistema de coordenadas fixo no espaco e sgja O, um ponto arbitrario,
fixo no corpo rigido, como mostraa Figura 2-1. A posicéo do corpo rigido € representada pela
posi¢ao do ponto O, em relacéo ao sistema de coordenadas fixo, dada por:

Xo :(meo’zo)t’ (4-1)

onde 0 superescrito “t” representa transposto e Xy € um vetor coluna 3x1 com as coordenadas
do ponto O;.

Figura 2-1: Posicdo e orientacdo de um corpo rigido.
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Para representar a orientacéo do corpo rigido, um sistema de coordenadas O;-x1y12;1 €
fixo no corpo, como mostra a Figura 4-1. A orientacdo do corpo é entdo representada pela
direc8o dos eixos X1, Y1, z1. Sga, i1, j1 € k1 0s vetores unitérios ao longo dos eixos X1, Y1 € 2
respectivamente, descritos em relacdo ao sistema fixo. As componentes de cada um destes
vetores so 0s cosenos diretores de cada eixo projetado no sistema de coordenadas fixo. Dessa
forma, define-se amatriz R como sendo:

R :[il’ jl' kl]' (4'2)
Observa-se que os vetores iy, j1 € k; sdo vetores coluna de dimensdo 3x1 e portanto a matriz
R € uma matriz de dimensdo 3x3. A matriz R é chamada matriz de rotagcdo e descreve
completamente a orientacdo do corpo rigido em relacdo ao sistema de coordenadas fixo O-
xyz. Note, que os vetores coluna e linha tém modulo unitério e sdo ortogonais entre si, logo, R
€ uma matriz ortonormal.

4.2 Transformacao de Coordenadas
Seja P um ponto de um corpo rigido arbitrério no espaco, como mostra a Figura 4-2. A

posicdo do ponto P descrita em relacdo ao sistema de coordenadas fixo da base, O-xyz, é
definida pelo vetor p, como se segue:

p=(p.. P, P,)". (4-3)

A posicdo do ponto P também pode ser expressa em relacéo ao sistema de coordenadas fixo
no corpo, O,-x,Y,z, , sendo dada por:

P, = (px1’ Py1s pzl)t' (4-4)

Figura 4-2: Transformagao de coordenadas.

A relacdo entre os vetores p e p; define a transformacdo de coordenadas entre os
sistemas de coordenadas fixo na base, O-xyz, e fixo no corpo, Oi-X1y171. A posicéo e a
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orientacdo do corpo rigido, representados por Xo € R, derivados na se¢do anterior, seréo
utilizados para obter esta transformacg&o de coordenadas. Note pela Figura 4-2 que, p =OP,

p, =0,P eque o vetor p, pode ser descrito pelos pontos Oy, A e B no sistema O1-x1y1z1, da
seguinte forma:

OP =00, +O,A+ AB +BP. (4-5)

Note que, OO, é o0 vetor X, e osvetores O,A, AB, e BP sio paralelos aos versoresiy, j1
e k1, respectivamente. Dessaforma, pode-se escrever:

P=X,+ pxlil + pyljl + pzlkl’ (4-6)

que escrita naformamatricial, fica,

px XO,x T T T pxl
Py =] Xoy | T i1 j1 kl Pys | (4-7)
pz XO,z \L ‘L ‘L pzl
Ou compactamente,
P =X, +Rp;. (4-8)

Esta equacéo representa a transformacéo de coordenadas da coordenada fixa no corpo p; para
a coordenada da base p. Note que o primeiro termo do lado direito desta equacéo representa
uma transformacdo de translac&o, enquanto o segundo termo representa uma transformagéo de
rotacéo.

Se for desgjada a transformacéo de coordenadas do sistema fixo na base para o sistema
fixo no corpo, basta inverter a eg. (4-8). Para isso deve-se lembrar que a matriz R € uma
matriz ortonormal, e portanto,

R—l — Rt ) (4‘9)
Assim, tem-se que:
p,=-R'%x, +R'p. (4-10)

Como visto, as colunas da matriz de rotacdo representam oS versores dos eixos
principais do sistema transformado, descritos em relacéo ao sistema original. A medida que a
inversa de uma matriz de rotacéo é equivalente a sua transposta, os vetores linha da matriz de

transformac&o representam os versores dos eixos principais do sistema original descritos em
relacdo ao sistema transformado.

4.3 Matrizes de Rotacao

A matriz de rotacdo representa uma transformacgéo de coordenadas relacionando as
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coordenadas de um ponto P em dois sistemas com origem coincidente em um mesmo ponto.
Além disso, a matriz de rotacéo fornece a orientacdo do sistema de coordenadas transformado
(ou rotacionado) em relagdo ao sistema fixo. Como visto, as colunas da matriz de rotagdo séo
constituidas pelos versores do sistema transformado descritos em relagéo ao sistemafixo.

A Figura 4-3 mostra um ponto P representado por dois sistemas de coordenadas
distintos, porém, com mesma origem. As coordenadas do ponto P no sistema O-xyz € no
sistema O1-X1y1z1 S80 dadas respectivamente pelas equactes (4-3) e (4-4). O ponto P pode ser
escrito de forma vetorial, utilizando os versores do sistema O;-X1y12; € as suas coordenadas
neste sistema, da seguinte forma:

p,= pxlil + pyljl + pzlkl' (4'11)

Figura 4-3: Transformagao de rotagéo.

A medida que o ponto P € tnico, ou sgja, esta localizado em um ponto fixo do espago, sendo
somente visto de forma diferente pelos dois sistemas, pode-se escrever as seguintes relagoes:

Py =p'i:p1'i: pxlil'i+ pyljl'i+ pzlkl'i;
py:p'j:pl'j:px1i1'j+py1j1'j+pz1k1'j; (4-12)
P, =p'k:p1'k= pxlil'k"' pyljl'k+ pzlkl'k;

ou de formamatricial,

Px il" P kl Il P
Py |= il'j JlJ kl'j Py: | (4-13)
P, il'k jl'k kl'k PA

gue compactamente pode ser escrita como,

p=Rp,. (4-14)
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Assim a matriz de rotagdo que representa a transformacéo do sistema O-xyz para 0 sistema
O1-x1y1z1, R§, é dada por:

il-i jl-i kl-i
Ré: il'j JlJ kl’j (4'15)
il'k jl'k kl-k

Ressalta-se que os versores i, j, kK e iy, j1, K1 devem estar descritos em um mesmo
sistema de coordenadas, podendo este ser o sistema O-xyz ou, 0 sistema O;-X;y121 OU, MESMO
ainda um terceiro sistema de coordenadas independente destes dois.

Anaogamente pode-se obter as coordenadas de p; em funcdo das coordenadas de p.
Assim, tem-se 0 seguinte:

Pa =Py =p-iy=pi-iy+pyj-iy+pK-iy;
pylzpl'jlzp'jlszi'j1+pyj'j1+pzk'j1; (4-16)
Pp=pP,-ky=p-k,=p,i-k;+ pyj'k1+ Pk -Ky;

gue compactamente na forma matricial fica,
p,=Rip. (4-17)

Dessa forma, a matriz de rotagdo que representa a transformagdo do sistema O;-x1y1z; para o
sistema O-xyz, R?, é dada por:

i, e, ke
sz i'jl JJ:L k'jl . (4'18)
ik, jk, k-k

Analisando as equactes (4-14) e (4-17), e sabendo-se que a matriz de rotagdo € uma
matriz ortonormal, pode-se concluir que,

R =(R%)" =(R?)". (4-19)

Um resultado muito importante so as matrizes de rotacdo que descrevem rotacdes em
torno dos eixos principas, X, y e z de um sistema de coordenadas. Estas transformagdes sdo
vistas nos exempl os que seguem.

Exemplo 4.1: Rotagdo em torno do eixo z

A Figura 4-4 mostra uma rotagdo em torno do eixo z do sistema de coordenadas
O-xyz, de um angulo 6, resultando no novo sistema de coordenadas O;-X1Y1.
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Figura 4-4: Rotagéo em torno do eixo z.

A matriz de rotagdo R,y que descreve esta transformacdo € dada pela eq. (4-15), que
aplicada a rotacéo em questdo resulta em,

A B DY B 'O cosd —-snd O
R,o=|i1"] Ji-J ki-j|=|sn@ coso 0. (4-20)
i,k j ok kg ok 0 0 1
Exemplo 4.2: Rotac&do em torno do eixoy.

A Figura 4-5 mostra uma rotacéo em torno do eixo y de um angulo ¢. A matriz de
rotacdo, Ry, que descreve esta transformagdo é dada por:

Figura 4-5: Rotacdo em torno do eixo'y.
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[P TR PR B Y cosg 0 sing
Ry,¢: ) dal keti|= 0 1 0| (4-21)
i,k j, -k ky-k —sing 0 cosg

Exemplo 4.3: Rotagdo em torno do eixo x.

A matriz de rotacdo em torno do eixo x de um angulo ¢, esquematizada na Figura

4-6, é dada por:

Zl Pl
¥

k ak .
1 Ji ‘yl
Q 1% .y

i by

X
Figura4-6: Rotacdo em torno do eixo x.
Ryo=|i1"] Ji-] ki-j|=|0 cosa -sina]|. (4-22)
ik j ok kyok 0 sna cosa

4.4 Rotacao deum vetor

A matriz de rotacdo também pode ser vista como um operador que age sobre um vetor,
rodando o mesmo e fornecendo as suas novas coordenadas depois de rodado. A titulo de
exemplo, a Figura 4-7, apresenta uma transformagao de rotacéo em torno do eixo z, dada pela
matriz R. Os vetores po € p1 tem suas coordenadas expressas no sistema original, O-xyz, e 0
vetor p, tem suas coordenadas expressas no sistema transformado, O;-X1y1z1. Contudo o vetor
Po tem as mesmas coordenadas do vetor p,, porém, cada um expresso em um sistema
diferente. Dessa forma, tem-se as seguintes rel acoes:

P.=Rp,;
(4-23)
p2 (em relacdo a O-x1y121) = po (em relacdo a O-xyz).

Assim, pode-se concluir que,
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P, :Rpo- (4'24)

Como po e p1 estdo ambos expressos no mesmo sistema (sistema O-xyz), a eq. (4-24) néo
representa uma transformacao de rotacdo mas sim arotacdo do vetor po originando o vetor pi.

Figura 4-7: Rotacdo genérica de um vetor.

Exemplo 4.4: Rotagdo de um vetor.

A Figura 4-8 mostra arotaggo do vetor p, inicialmente com coordenadas (1, 0, 0)',
em torno do eixo z de um angulo de 90°.

Figura 4-8: Rotacdo de um vetor em torno do eixo z de 90°.

Assim, de acordo com a eq (4-24),0 vetor p depois de rodado, p;, sera dado por:

0 -1 01| [o
p,=R,,Pp=|1 0 0]0|=|1
0 0 1jo| |0

O que coincide com o esquemada Figura 4-8.
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4.5 Composicao de Rotacdes

Matrizes de rotagdo podem ser multiplicadas de forma a representar uma sequéncia de
rotacbes. A medida que multiplicacdo de matrizes ndo tem propriedade comutativa, a ordem
ou segquéncia das rotagdes € importante. Por exemplo, tem-se 3 sistemas de coordenadas,
Oo-XoYoZ0, O1-X1y121 € O2-Xo¥22,. O sistema 1 é obtido a partir da rotacdo do sistema O e 0
sistema 2, por sua vez, € obtido a partir da rotagdo do sistema 1. A relacdo entre as
coordenadas de um ponto P visto por estes sistemas é dada por:

Po=Rop; € p,=Rip,. (4-25)
A relacdo entre po e p, sera dada por,
Po =R3pr2=R§p2. (4-26)

Portanto, a matriz R? representa uma transformag&o composta das rotagdes Ry e R?, nesta
ordem.

Exemplo 4.5: A Figura 4-9 mostra duas sequéncias de rotagdes. A primeira sequéncia
consiste de uma rotagdo de 90° em torno do eixo y, seguida de uma rotacdo de 90° em
torno de z. Na segunda sequéncia realiza-se as mesmas rotagdes, porém, em ordem
inversa, ou sgja, primeiramente faz-se uma rotagdo de 90° em torno de z, seguida de
uma rotagéo de 90° em torno de y. Observa-se que ao final os sistemas de coordenadas
obtidos a partir das duas sequéncias sdo diferentes. Em termos de matriz de rotacéo
tem-se para estas duas sequéncias o0 seguinte:

Sequéncia 1:

Cod 0 SpCO -So 0] [Cgco -Cgso S
R,,=| 0 1 0|S9 co o0 s9 coO 0

R .
~Sp 0 Co| O 0 1| |-SgCO SPsO Co

Y@

Sequéncia 2:

CoO -SO 0] Cp 0 Sp| [Cacy -So Cosp
R,,-R,,=|S9 CO 0| 0 1 0|=|SCp CO S65¢]|.
0 0 1(-Sp 0 Cp| |-Sp 0 C¢

Onde, C# = cosd, SO = sinb, Cp = cosp e S¢ = sing. Substituindo-se os valores dos
angulos resulta em:

Sequéncia 1.
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0 01
R oo R =1 00
010
Sequéncia 2:
0O -10
R,w R,o=[0 0 1
-1 0

Ry a0® = Segquéncia 1

x \I 2
R.ape y R0 z |
230 — Sequéncia 2
o ¥

Figura 4-9: Exemplo de composi¢éo de rotacoes.

Um outro modo de se fazer uma composi¢aéo de rotacdes € realizar as rotacfes em
torno dos eixos do sistema original e ndo em torno dos sistemas resultantes, como foi feito
anteriormente. A Figura 4-10 apresenta uma transformagc&o consistindo primeiramente de uma
rotagcéo de um angulo ¢ em torno do eixo y, seguida de uma rotagdo de um angulo ¢ em torno
do eixo zoriginal. Apos a primeira rotacéo, tem-se que:

Po = Ry,¢pl' (4-27)
A segunda rotacéo néo seré obtida fazendo-se,
P, = Rz,ap 29 (4-28)

pois, apos a primeira rotagdo, 0 eixo z resultante ndo sera igual ao eixo z origina. Para
realizar a segunda rotagdo em torno do eixo z original, deve-se primeiramente fazer com que o
novo exo z se torne paralelo a0 eixo z origina. Para isso, deve-se rodar o vetor
correspondente ao novo eixo z de um angulo —¢ em torno de y. Observa-se, que somente 0
eixo z foi rodado e ndo o sistema de coordenadas. Com 0 novo eixo z paralelo ao eixo z
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original, pode-se entdo rodar & em torno de z Finalizando, deve-se voltar 0 e€ixo z para a
posi¢ao resultante apos a primeira rotagcdo, ou seja, cancelar a rotagdo que posicionou O eiXo Z
paralelo ao eixo z original, assim, deve-se rodar 0 eixo z de um angulo ¢ em torno dey.
Portanto, a segunda transformacéo sera descrita por 3 operacdes, como a seguir:

P1=Ry R, Ry P>- (4-29)
Substituindo a expressdo acima na eqg. (4-27), obtém-se a transformacado desejada,

Po = Rz,eRy,¢p2- (4-30)

Note que Ry,_; € amatrizinversade Ry, e portanto elas se cancelam.

Figura 4-10: Composi¢do de rotagdes em torno dos eixos originais.

Em resumo, pode-se concluir o seguinte:

1) Se a composicao de rotagOes for realizada em torno dos eixos que vao resultando, as
matrizes de rotacdo vao sendo multiplicadas da esquerda para a direita, na ordem em
gue as transformacdes sdo realizadas;

2) Se a composicao de rotacdes for realizada em torno dos eixos originais, as matrizes
de rotacdo vao sendo multiplicadas da esquerda para a direita, na ordem inversa em
gue as transformacdes sdo realizadas.

Observa-se que as duas afirmativas acima sao validas para a composi¢éo de qualquer nimero
de rotacdes e ndo somente duas, como realizado nas demonstragdes e nos exempl os.

Exemplo 4.6: A Figura 4-11 mostra duas sequéncias de rotagdes que consistem de uma
rotacéo de 90° em torno do eixo y, seguida de uma rotacdo de 90° em torno do eixo z
original. Na sequéncia 1, as rotacdes sdo realizadas de acordo com o que € dado e na
sequéncia 2, as rotagOes redlizadas sdo as mesmas utilizadas na demonstracéo, dadas
pela eg. (4-29). De acordo com a eq. (4-30) esta sequéncia de rotacfes € descrita pela
seguinte equagao:
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CO -SO 0] Cp 0 Sp| [Cacy -So Cosp
R,R,,=|S0 CO 0| 0 1 0|=|SCop CO SO5¢|
0 0 1|-Sp 0 Cp| |-Sp 0 Co¢

Que substituindo os val ores dos angul os resulta na seguinte transformagao:

0O -1 0
R, yoo = 0O 0 1
-1 0
z ] Z Eotaciio et
Reso + z, de 90 ¥
— E — 2

sequéncia 1

R;.au“ = Ry.-au"
— N Ya
j —
¢ A & X Oﬁ‘ Zg
e

Sequéncia 2

Figura4-11: Exemplo de sequéncia de rotactes em torno dos eixos originais. Na
sequéncia 1, faz-se a segunda rotacéo em torno do eixo z, original, enquanto que na
sequéncia 2, realiza-se as rotag0es descritas pela eg. (4-29).

4.6 Rotacdo em Torno deum Eixo Arbitréario

Algumas vezes é interessante rodar um sistema em torno de um eixo arbitréario n de
um angulo 6. O vetor n € um vetor unitario, que passa pela origem O, com componentes ny, Ny
e n,. A vantagem é que certas rotacfes podem ser descritas como uma Unica rotacéo em torno
de um eixo n, no lugar de diversas rotacdes em torno dos eixos principais. Para obter a matriz
de rotagdo R, primeiramente alinha-se o vetor n com o eixo z do sistema de coordenadas
original. Ent&o, roda-se 0 sistema de coordenadas em torno do eixo z de um angulo 6. Apés
isso, realiza-se as rotacdes necessarias pararetornar o vetor n aposicao original. Em relacéo a
Figura 4-12, o alinhamento do eixo n com o eixo 7, pode ser feito pela rotacdo em torno do
€iX0 zy de um angulo —« (0 vetor n esta entdo no plano XZ), seguida da rotagéo de um angulo
—f em torno de Y. Nesta situacéo 0 eixo n é paralelo ao eixo z,. Apds a rotagdo em torno do
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novo eixo n, de um angulo 6, reverte-se a sequéncia de rotagbes do eixo n, realizando-se
rotagdes em relagdo aos mesmos eixos originais porém, com angulos opostos. A matriz de
rotagdo resultante € dada por:

Rn,H = Rz,aR y,ﬂRz,HRy,—ﬂRz,—a’ (4'33)
ou,
[Caa -Sa o] c8 0 sBJcoe -so O
R.,,=[S¢ Ca 0| 0 1 0|S9 CO O
0 0 1(-ss ocp|lo0 0 1
- - - . (4-34)

c8 0 -B[ Ca So 0O
0 1 0 |[-Sa¢ Ca O
'S8 0 c8) 0 0 1

z
r
'?22
il (_.'9
"N
5 P
8] 2.y
o
P ot otk
x

Figura 4-12: Rotac&o em torno de um eixo arbitrario, n.

Dafigura4-12, pode-se perceber que:

n n
Y cosa = X

2 2’ 2 2’
N; +n7 N; +nJ
sinf=,/n; +nJ; cosf=n,.

Substituindo na expresséo (4-34), resulta no seguinte:

sna =

n;(1-Ce)+Co nn,(1-CH-n,Se nn,(1-CH +n,SO
R, =[nn,(1-Co) +n,So nj(l— coH+Co nn,(1-CH-nSH|. (4-35)
nn,(1-C6 -n,SY nn,(1-CH+nSH nZ(1-CH)+Co
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Exemplo 4.7: Ache, segundo a matriz da eq. (4-35) a rotagdo de um angulo de 90° em
torno do eixo y, e compare este resultado com arotagdo do exemplo 4-2, eq. (4-21).

z
1 R}!-|3

.J"?1 :’
i’ x, G‘ﬁ 7

8] Y, 8] X, 8] z,
Z5 24

Figura 4-13: Rotagdo em torno do eixo y, segundo o procedimento de rotacéo em torno
de um eixo genérico.

Neste caso 0 vetor n € 0 eix0 Y, cujas componentes sdo dadas por (0, 1, 0)t, e o angulo &
€ 90°. A figura4-13, mostra as etapas necessarias a rotacéo pedida. Assim, amatriz que
representa esta transformagao sera dada, segundo a eqg. (4-35), por:

0-(1-cos90’) +cos90"  0-1-(1-cos90') —0-9n90°  0-0-(1—-c0s90°) +1- Sn90°

Rywz 0-1-(1-cos90’) +0- 5n90’ 1-(1-cos90’) + cos90 1-0-(1-c0s90") — 0- sn90°

0-0-(1-c0s907) -1-9n90° 1-0-(1-cos90) +0-sin90"  0-(1—cos90’) + cos90
0 01
=0 1 0]
-1 00

Segundo a eg. (4-21), umarotacdo de 90° em torno do eixo y € dada por:

cos90° 0 sn90° 0O 01
R = 0 1 0 =0 1 0]
y,90
—-sn90° 0 cos90° -1 00

Observa-se que, os resultados sdo iguais, Como era esperado.
4.7 Matriz de Rotacdo em Termos de Angulosde Euler

Nas secOes anteriores, foi usada a matriz R, de dimensBes 3x3, para descrever a
orientacdo de um corpo rigido ou de um sistema de coordenadas em relagdo a um sistema
fixo. Os elementos da matriz, contudo n&o sdo independentes. A matriz de rotagdo tem nove



Preliminares Matematicos: Transformagao de Coordenadas 15

elementos, com trés vetores coluna, que estéo sujeitos a condicdo de médulo unitéario e as
condic¢des de ortogonalidade, ou sgja,

n'‘b=0; t'b=0; b'n=0;
(4-36)
n[=1; tl=1 bl=1

Assim, existem seis condigdes de ortogonalidade e de médulo, e portanto somente trés
dos nove elementos da matriz R sdo linearmente independentes. Existem diversas formas de
representacdo da orientacdo de sistemas de coordenadas ou de corpos rigidos, que usam
somente trés variaveis. Os chamados angulos de Euler descrevem a orientacdo de um corpo
rigido com trés angulos, sendo que estes angulos sdo parametros independentes e cada um
pode variar de maneira arbitréria. Observa-se, contudo, que existem diferentes tipos de
representacdo de angulos de Euler, as representagdes mais conhecidas estdo listadas abaixo:

e Angulosde Euler;
e Angulos de“roll-pitch-yaw”;
e Angulos Eulerianos.

Na robdtica, os chamados angulos de Euler sGo os mais utilizados, seguidos dos
angulos “roll-pitch-yaw”, sendo que os angulos Eulerianos sdo pouco utilizados. Dessa forma,
somente os dois primeiros conjuntos seréo descritos.

a) Angulosde Euler:
Os angulos de Euler correspondem a seguinte sequéncia de rotagdes:

1. Rotagdo de um angulo ¢ em torno do eixo z (Ry,y);
2. Rotacéo de um angulo 8 em torno no novo eixoy (Ry,);
3. Rotagdo de um éngulo ¢ em torno do novo eixo z (R,,).

Considere as trés rotacdes do sistema O-xyz esquematizada na Figura 4-14.
Primeiramente, 0 sistema sofre uma rotagdo no eixo z de um angulo ¢. Em seguida, o novo
sistema de coordenadas O-x'y'z sofre uma rotacdo no eixo y' de um angulo 6. Finalmente, o
novo sistema O-xX'y"Z" sofre umarotagéo no eixo Z' de um angulo ¢, resultando no sistema de
coordenadas O;-x1y121. Os trés angulos, ¢, 6 e ¢, determinam a orientagcdo do novo sistema de
coordenadas de forma Unica, e sdo os angulos de Euler.

A matriz de rotagdo que representa estas trés rotagdes consecutivas € definida por:

Ri00 =RRy R,
Cop -Sp 0[CO 0 SOCp -Sp O
=|Sp Cp 0| O 1 0 |Sp Cop Of (4-37)

_O 0 1(-S6 0 C@| 0 0 1
| CgCOCp-SgSp - CPCOSp-S¢Cy SOC
=| SICOCp + C¢Sp - SPCOSp+CyCo SOSp |.
— S6Co S6Sp co
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Figura 4-14: Astrés rotagcOes consecutivas utilizadas para definir os angulos de Euler.

A matriz R, 4, representa a transformagéo de coordenadas do sistema O-xyz para 0
sistema O;-x1y1z;. Esta matriz pode também ser especificada em termos de rotagdes em torno
dos eixos do sistema fixo, ou sgja, primeiro uma rotacdo de um angulo ¢ em torno do eixo zo,
seguida de uma rotagéo de um angulo ¢ em torno do eixo Yy e finalmente, uma rotagdo de um
angulo ¢ em torno do eixo zo.

Para uma dada orientacdo arbitréria do sistema de coordenadas, os angulos de Euler
podem ser obtidos por relacbes geomeétricas simples. Note que, os angulos de Euler ndo séo
anicos; o conjunto de angulos (¢+7, —6, ¢+x) resulta na mesma orientagdo que o conjunto de
angulos (¢, 6, ¢), discutido anteriormente.

Uma operacdo muito importante € obter, a partir de uma dada matriz de rotacdo, os
angulos de Euler. Isto é realizado igualando-se uma matriz de rotagdo genérica, com

elementos ri;, com a matriz de rotagdo em termos de angulos de Euler, R4, da seguinte
forma:

la hp hs CoCCp-S¢Sp -CoCOSp-S¢Cop  COSp
oy T Ts| =|SICCP+CoSp -SpCOSp+CeCop  SOSP |. (4-38)
a1 Tap Ta3 SoSp SECo Co
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Analisando-se 0 componente r3 3, tem-se duas possibilidades:
1) Casn 1: Se M33= Co++1;

Neste caso tem-se que,

Co=r,, e SO=t/1-r%. (4-39)
Assim,

6 = atan, (m T33) s (4-40)
ou,

0= atan, (—,/1-r35,r55) . (4-41)

onde atan, é a funcdo arco tangente, que fornece o angulo nos quatro quadrantes dependendo
dos sinais do seno e do cosseno. Os angulos ¢ e ¢ podem ser obtidos pelas razbes entre os
elementosrisz erys eentrers; e rap, respectivamente. De acordo com a primeira opgao para
0, tem-se:

¢ = atan, (r2,3 ) r1,3);

4-42
@ = atan, (rs,z ’_r3,1)' ( )
Na segunda opc¢éo, tem-se:
¢ =atan (_r =T )1
2 2,3 13 (4_43)

@ = atan, (_r3,2 ) r3,1)-

2)Cas02: Serzz=1=Cé
Neste caso tem-se ainda duas possibilidades.
2.1) Se, r33=1=Cé, tem-se que SO = 0, e portanto &= 0.

Utilizando-se as expressdes para 0 seno e cosseno da soma de dois angulos, a matriz de
rotagéo fica

| 0] [CoCo-Sosp -Cisp-S)Cp O] [Clp+g) -S(g+p) O
fa T, 0| =|SUCp+CoSp -SgSp+CeCp 0|=|S(p+¢) Clo+g) O|.
0 1 0 0 1 0 0 1

(4-44)

Portanto,
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¢+ @=atan,(r,,,r,)=atan,(-r,,rn,), (4-45)
ou Sgja, existirdo infinitos valores de ¢ e ¢ que satisfazem a equagdo acima.
2.2) Se, r33=—-1=C4, tem-se que S&= 0, e portanto &= 180°.

Utilizando-se as expressdes para 0 seno e coseno de dois angulos, a matriz de rotacéo fica

y Ty O -CoCop-S9Sp  CgSp-SCp 0| |-Clp-¢) -S(¢-9) O
Ry T, 0| =|-SgCo+CeSp SSp+CeCop 0|=| S(¢-¢) Clo-9) 0.
0O 0 1

0 0 1 0 0 1
(4-46)
Portanto,
¢ — @ =atan, (-1,,,~1,,) = atan, (—r,,,~1,,) , (4-47)

ou S&ja, novamente existirdo infinitos valores de ¢ e ¢ que satisfazem a equagdo acima.
b) Angulos de “roll-pitch-yaw” :

Os angulos “roll-pitch-yaw” consistem em um outro conjunto de angulos
independentes largamente utilizados na robdtica, para descrever a orientacdo de corpos
rigidos. Estes angulos séo normalmente descritos como rotacfes em torno dos eixos principais
do sistema de coordenadas fixo. Eles correspondem a seguinte sequéncia:

1. “Yaw" : rotagdo de um angulo ¢ em torno do eixo xo (R, ,,);
2. “Pitch”: rotagdo de um angulo #emtorno do eixo fixo yo (R, ,);
3. “Roll”: rotagao de um angulo ¢ em torno do eixo fixo z (R, ).

As trés rotacbes que definem os angulos “roll-pitch-yaw” estdo esquematizada na
Figura 4-15. Os angulos de “roll-pitch-yaw” também podem ser especificados em termos de
rotagcbes em torno dos eixos dos sistemas que vao surgindo. Dessa forma tem-se, primeiro
uma rotagéo de um angulo ¢ em torno do eixo z, seguida de uma rotagcdo de um angulo £ em
torno do novo eixo y e finalmente, uma rotagdo de um angulo ¢ em torno do novo exo x. A
matriz de rotagdo que representa os angulos de “roll-pitch-yaw” é definida por:

Ry00 =R2Ry R

[Cp -Sp O] Co 0 so1 0 O
=|Sp Cp 0| O 1 0|0 Cp -Sp| (4-48)
0 0 1/-S9 0 CH|0 Sp Cop
CgCO CgStSp-SYCp  CySHCy + S¢Sy

=| SPCO  SPSUSp + CoCp  SPSECy - CeSp |.
-6 CoSp CoCo
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Fgura 4-15: Angulos “roll-pitch-yaw”.

a5

O mesmo procedimento utilizado para se determinar os angulos de Euler dada uma
matriz de rotacdo, visto no item (a), pode ser utilizado para se determinar os angulos “roll-
pitch-yaw”, dada uma matriz de rotacéo genérica.

4.8 Matriz de Rotacdo em Termos de Parametros de Euler-Rodrigues

Uma outra forma de descrever a orientacéo de sistemas de coordenadas ou de corpos
rigidos, que é bastante utilizada na robdtica, sdo os parémetros de Euler-Rodrigues. Os
parametros de Euler-Rodrigues formam um conjunto de quatro elementos, que descrevem a
rotagdo de um angulo arbitrério, 6, em torno de um eixo também arbitrério, n. Os parémetros
de Euler-Rodrigues (p, q, r, S) so definidos pelas seguintes relacoes:

p=n,sn(@/2),
q=n,sin(@/2);
r=n,sin(@/ 2);
s=cos(f/ 2).

(4-49)

A eqg. (4-35) da secdo 4.6, consiste em uma matriz que descreve uma rotagdo em torno
de um eixo arbitrario n de um angulo 6, ou sga, uma rotacdo igual a definida pelos
parametros de Euler-Rodrigues. Assim, substituindo-se na eg. (4-35) as componentes ny, ny, n,
e 0 seno e coseno de 6, pelos parametros p, g, r, s e realizando alguma agebra, obtém-se uma
matriz de rotacdo em termos dos parametros de Euler-Rodrigues, da seguinte forma:

2(p*+s°)-1  2(pg-rs) 2(pr +qs)
R.o=| 2(pa+rs) 2(q*>+s’)-1 2(qr-ps) |. (4-50)
2(pr —qs) 2(gr +ps)  2(r*+s?)-1

Observa-se que, partindo da eq. (4-35) para chegar na eg. (4-50), utiliza-se do fato de que o
vetor n tem médulo unitério, assim, automaticamente tem-se que, p° + o + r’ + s* = 1.

Uma operacdo muito importante € obter, a partir de uma dada matriz de rotacdo, os
parémetros de Euler-Rodrigues. Isto é realizado igualando-se uma matriz de rotagcdo genérica,
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com elementos ri;, com a matriz de rotagdo em termos dos parametros de Euler-Rodrigues,
€g. (4-50), que resulta nas seguintes expressdes.

£ .
p = E Snal (I'3’2 - r2'3)f\/r]_'1 - r.2,2 - r3,3 + 1’

E .
q= Esmal (r1,3 - r3,1)\/_ Mg+l =T33+t 5

(4-51)
E . _
r= Esmal (Fy = Tip )y =Ty —Top + 155 + 15
£
s= E\/rm +r,, +1,+1
sujeitas as seguintes condi¢oes.
sinal(gr) =sinal(ry, +1,,);
sinal(pq) = sinal(r,, +r,,); (4-52)

sinal(pr) =sinal(r,; +r;,).

onde £ é uma constante igual a+1, cujo sinal € definido arbitrariamente e sinal € uma funcéo
definida da seguinte forma:

-1, sex<0,
sinal(x) =4 0, sex=0, (4-53)
1 sex>0.

Observa-se que as expressdes (4-51) sdo obtidas utilizando-se somente os termos da
diagonal principa e utilizando-se o fato de que p® + o + r? + & = 1. As condicBes de sinal
presentes nas eg. (4-51) e (4-52) sdo originadas dos termos fora da diagonal principa e
garantem uma rotacdo em torno do eixo n, segundo a regra da médo direita. A existéncia da
variavel € vem do fato de que uma rotagcdo de um angulo 8 em torno do eixo n, €igual auma
rotagdo de um angulo —# em torno do eixo —n, existindo portanto, dois conjuntos distintos de
parametros de Euler-Rodrigues para descrever uma mesma condicdo final, ou que resultam na
mesma matriz de rotagao.

Um 6timo exercicio é realizar a dlgebra necesséria para se obter a matriz da eg. (4-50)
e as expressoes da eg. (4-51).

4.9 Transformacao de Rotacdo em Termos de Quatérnions

O conceito de quatérnion tem sido aplicado com sucesso na andlise de mecanismos. O
uso de quatérnions facilita a representacdo da orientagdo de um corpo rigido, como o
efetuador de um manipulador. Um quatérnion, que sera representado pelo simbolo Q, € uma
entidade matematica construida a partir de um ndmero real, s, e um vetor, n, de trés
componentes, como se segue:

Q=s+n=s+ni+nj+nk. (4-54)
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Note que o vetor n deve ser descrito em termos dos versores de um sistema de coordenadas
cartesiano.

Por definicdo tem-se as seguintes propriedades de um quatérnion:

e Parte escalar de Q: S,

e Partevetorial de Q: n=nj+nj+nk;
e Conjugado de Q: s-(ni+n,j+nk);
e NormadeQ: s’ +n; +n; +n2;
e Quatérnion unitario: norma= 1.

A adicdo de dois quatérnions é obtida pela adicdo dos elementos correspondentes dos
dois quatérnions. A multiplicacdo de dois quatérnions é dada, por definicdo, pela seguinte
expressao:

Q,Q,=sS,—-n,-n, +sn, +s,n, +n, xn,, (4-55)
onde o simbolo x representa o produto vetorial entre dois vetores.

Com a guda da égebra de quatérnions, rotacGes finitas podem ser descritas de

maneira simples e eficiente. Uma rotacdo de um angulo 8 em torno de um vetor n pode ser
representada simplesmente por um quatérnion, como se segue:

Q= 00{9 + sin(gj(nxi +n,j +nk). (4-56)

Observa-se que as quatro componentes do quarténion acima, consistem nos parametros de
Euler-Rodrigues, visto na secéo 4.8, assim este quatérnion, ou rotagcdo, pode ser escrito da
seguinte forma:
Q=s+pi+q+rk, (4-57)
ondes, p, q er s80 0s parametros de Euler-Rodrigues.
Se Q1 define uma rotagdo de um angulo 6, em torno de um eixo n; e Q» define uma

rotacéo de um angulo & em torno de n», a rotacdo composta da primeira rotacéo seguida da
segunda rotac&o, pode ser obtida pelo produto entre os dois quatérnions, como se segue:

Q;=Q,Q, (4-58)
onde Qs € o0 quatérnion que representa a rotacdo resultante.
Exemplo 4.8: Uma composi¢éo de rotacbes composta por uma rotagdo de 90° em torno
do eixo z seguida de uma rotacdo de 90° em torno do novo eixo Yy, € obtida em funcéo

de quatérnions da seguinte forma:

A primeirarotacado é representada pelo quatérnion Q1, da seguinte forma:
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Q, =cos45 +sind5’j.
A segunda rotagéo, representada pelo quatérnion Q,, é dada por:
Q, =cos45’ +snd5k .

A rotagdo composta, representada pelo quatérnion Qs, € obtida multiplicando-se Q; e
Q2, oU sgja,
Q, =Q,-Q, =(cos45’ + sind5’ j)(cos45” + sind5°k)
1 1, .
=5%5 (i+j+k)
1 43 (i +j+ kj
V3

—+
2 2
= cos60° + sin60°(

Assim, arotagso final consiste de umarotagio de 120° em torno do eixo (i +j + k)/N3.

4.10 Transformagdo Homogénea

A transformacdo homogénea € um método prético e compacto de definir uma
transformacéo de coordenadas, englobando em uma Unica matriz, tanto a transformacéo de
translacdo como a de rotacéo.

Define-se os vetores homogéneos P e P;, de dimensdo 4x1, como abaixo:
P= (px ' py! pz ’:I')I ’ € Pl = (pxl’ pyl’ pzl ':I')I ! (4-59)

onde py, py € p; S40 as coordenadas de um ponto P fixo no espago. Define-se também, a
matriz homogénea, A, de dimensdo 4x4;

R X,
A:{O 1] (4-60)

Assim, os vetores p e p; sG0 aumentados pela adicdo do nimero “1” como um quarto
elemento, resultando em vetores 4x1, e amatriz de rotagdo R € estendida para uma matriz 4x4
pela combinagdo do vetor X, e da quarta linha, composta de zeros e um. Assim, a eq. (4-7),
gue define uma transformagéo de coordenadas, repetida abaixo,

p=X,+Rpy, (4-7)
fica escrita em termos dos vetores e matriz homogéneos, da seguinte forma:

P=AP,, (4-61)
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Pl R Xo| P,y
Note que amatriz A representa tanto a posicdo e a orientacdo do sistema O;-X;y121 em relacéo
ao sistema O-xyz. Assim, os dois termos do lado direito da eg. (4-7) reduzem a um Unico

termo. A transformacdo de coordenadas dada pela eg. (4-61) é chamada de transformacéo
homogénea.

ou sgja,

De formageral, a matriz homogénea é composta da seguinte forma:

_ b Ky X
Ao bt gl @69

onde, i1, j1 € k1 S80 0s versores do sistema transformado descritos em relacdo ao sistema
original e xo € 0 vetor posicdo do sistema transformado descrito em relacdo ao sistema
original. Observa-se que, 0 que vale para matrizes de rotagdo, em relacdo a ordem de
multiplicacdo, também vale para matrizes homogéneas.

A vantagem da transformacdo homogénea € a sua forma compacta de representacéo,
que é conveniente para representar transformacfes consecutivas. Seja Ox-Xoy>Z; um outro
sistema de coordenadas, e p, as coordenadas do ponto P em relacéo a este sistema. A relacéo
entre p, e p, € dada por:

P, =X, +R'p,, (4-64)

onde x; é adistancia entre O; e O, e R' € a matriz de rotagéo entre os sistemas O;-x1y1z; €
O2-%2y22,. Para representar as duas transformagfes consecutivas, do sistema O-xyz para 0
sistema O1-x1y121 € deste para o sistema O,-Xzy,2,, conforme a eg. (4-7), tem-se que substituir
aeq. (4-64) naeg. (4-7), resultando no seguinte:

p=X,+Rx;+RR'p,. (4-65)

Existem agora, portanto, trés termos no lado direito da eg. (4-65) e a medida que aumenta o
nimero de transformagdes, aumenta o nimero de termos no lado direito. A transformacéo
homogénea fornece uma maneira compacta de representar diversas transformagbes de
coordenadas por um unico termo. Considere n transformagdes consecutivas do sisteman para

0 sistema 0. Sgja A|_, a matriz associada com a transformagio homogénea do sistema i-1

para o sistema i, entdo o vetor posicdo Py no sistema n € transformado em Py no sistema 0
por,

P,=A;AZ.A".P =AlP,. (4-66)
Assim, transformagfes consecutivas sao descritas de maneira compacta, por um Unico termo.

A transformacdo homogénea inversa pode ser obtida invertendo-se a eg. (4-7), como
Se segue:
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p,=-R'x, +R'p, (4-67)

gue escrevendo de forma matricial, com os vetores e matriz homogéneos P, P; e A, fica:

onde,

P, =A"P, (4-68)
R' —-R'

Afl — 0 . (4'69)
0 1

Exemplo 4.9: Ache a matriz homogénea que representa a rotagdo de um angulo o em
torno do eixo X, seguida de uma translacdo de uma disténcia b ao longo do eixo X,
seguida de uma translagdo de uma distancia d ao longo do eixo z, seguida de um rotagéo
de um angulo @ sobre o eixo z

A matriz homogénea que representa esta sequéncia de transformacdes é obtida
multiplicando-se as matrizes homogéneas de cada transformac&o, na ordem em que séo
realizadas. Dessa forma, tem-se 0 seguinte:

1 0 O O0][1 00Db|[10O0OO0][CO -S9 0O
0 C« -Se 0/|0 1 00/|010O0||S9 CO 0O
A=l0 sw ca oljloo1o0lloo1dl]o o 10
0 0 0 1|0 00 1/|000 1[0 O 01

[ co -39 0 b

CoSH CoflHO -Sa -dSa

SoS60 SaCOl Ca dCa |
0 0 0 1

Exemplo 4.10: A Figura 4-16 apresenta um esgquema de um rob6 manipulando objetos
posicionados em cima de uma mesa, guiado por uma camera. A posicéo do centro do
objeto e a orientacdo do mesmo, vistas pelo sistema de coordenadas da camera sdo
dados pela seguinte matriz homogénea:

01 0 1
1 0 O 10
objeto __
A camera = 0 0 -1 9}
00 0 1

A origem do sistema de coordenadas fixo a base do rob6 e a orientacdo deste sistema,
vistos pelo sistema de coordenadas da camera, sdo fornecidos pela seguinte matriz
homogénea:
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1 0 0 -10

A be 0 -1 0 20
amra =0 0 -1 10
0O 0 0 1

CArnera
xC
Lo
robd % %
- objeto
v .

garra do
robd

Figura 4-16: Esquema de um robd manipulando objetos em cima de uma mesa, guiado
por uma camera.

Além disso, também na Figura 4-16 é fornecido um esquema do posicionamento do
sistema de coordenadas fixo a garra do robd. Assim, pede-se calcular 0s seguintes itens:

a) A posicdo do centro do objeto e a sua orientacdo em relagdo ao sistema de
coordenadas fixo a base do robd.

b) A orientacdo e posi¢do da garra do robd para que a mesma pegue o objeto por cimae
Com O seu eixo y paralelo ao eixo y do objeto.

Resolucao:

a) Para se obter a posicdo e a orientacdo do objeto, em relacdo ao sistema fixo a base do
robd, tendo-se a transformagdo dos sistema fixo no objeto em relacdo ao sistema da
camera e a transformagéo do sistema da base do rob6 em relacéo ao sistema da camera,
basta manipular as matrizes homogéneas da seguinte forma:

objeto __ camera objeto __ base -1 objeto
Abase _Abase 'Acamera_(Acamera) 'Acamera’

onde, a inversa da transformacdo da camera para a base do robd pode ser obtida
aplicando-se a eq. (4-69), namatriz A®* | que resulta namatriz abaixo,

1 0 0 10
0O -1 0 20
A camera _

be 10 0 -1 10}
0 0 0 1
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Introduzindo-se a matriz acima na expressao anterior obtém a posi¢éo e orientacdo do
objeto em relacdo a base do robd, ou sgja,

1 0 0 10|01 0 1 0 1 0 11
_ O -1 0 20|11 0 0 10 -1 0 0 10
A objeto — . — ]
base O 0 -1 10(|/0 O -1 9 0O 01
O 0 0 1,/]00 0 1 0O 0O

b) Para que o0 eixo z da garra coincida com o eixo z do objeto, porém com sentido
oposto, ele deve ser descrito em relagio ao sistema da base do robé pelo vetor (0,0,-1),
gue é aterceira coluna na matriz homogénea calculada no item (a). Paraque 0 eixo y da
garra coincida com o eixo y do objeto, porém com qualquer sentido, deve ser dado pelo
vetor (+1,0,0)". Conhecendo-se 0s eixos z e y da garra, 0 seu eixo x pode ser facilmente
obtido, de forma que o sistema da garra siga aregra da méo direita, ou seja,

i ] Kk
X=yxz = det{£x1 0 O |=0-i£1l-j+0-k.
0O 0 -1

Obviamente que para pegar o0 objeto a posicdo da garra deve ser igua a posicao do
objeto. Assim, pode-se escrever a posicao e orientacdo da garra em relagdo ao sistema
da base do robd, como a seguinte transformagdo homogénea:

01 0 11 0 -1 0 11
g |10 0 10 -1 0 0 10
@ 100 -1 1| |0 0 -1 1]

00 0 1 0 0 0 1



