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1. Qual String é impressa pelo programa:

public class What ({

public static void f(int x) {
X = 2;

}

public static void main(String args[]) {
int x = 0;
f(x);
System.out.println ("Hey:_" + x);

}

2. Considere o seguinte exemplo de alteragdo de um arranjo passado por referéncia
para um método chamado doIt:

public static void dolt(int h[]) {
int k[] = new int[2 x h.length];
for (int i=0; i<h.length; i++) {
k[i] = h[i];
k[i+h.length] = h[i];

Esse cédigo contém um erro. Reescreva-o de forma a garantir que o arranjo h na
chamada da func¢do é modificado (seu tamanho e contetido sdo duplicados, e seu
elemento O recebe o valor 2).

3. Escreva um pequeno método em Java que receba dois arranjos a e b de tamanho
igual, contendo valores do tipo double, e retorne o produto escalar de a e b.

4. Elabore um programa recursivo que calcule o Minimo Divisor Comum de dois
inteiros usando o seguinte algoritmo, conhecido como algoritmo de Euclides:
Divida o nimero maior pelo menor e pegue o resto; entdo divida o divisor pelo
resto e assim sucessivamente até que o resto seja zero — o quociente da dltima
divisdo € o divisor comum. Por exemplo, tome 928 e 100: dividimos 928 por
100, obtemos resto 28; dividimos 100 por 28, obtemos resto 16; dividimos 28
por 16, obtemos resto 12; dividimos 16 por 12, obtemos resto 4; dividimos 12
por 4 e obtemos resto zero — o resultado € 4.



10.

11.

. Escreva um algoritmo recursivo que transforme um nimero inteiro decimal em

um numero bindario.

. Considere a fung@o f(n) definida recursivamente como segue: f(0) = 0; f(n) =

f(n/2)senépar; f(n) =1+ f(n—1) se néimpar. Codifique essa fungdo em
Java e obtenha o valor de f(100).

. Considere o seguinte algoritmo:

int exerciciol (int x) {
if (x < 95)
return (3x%x);
else
return(2 x exerciciol (x—5) + 7);

}

Qual é o resultado de exerciciol (4) e exerciciol (20)? Desenhe a
arvore de chamadas recursivas para cada caso.

. Considere o seguinte algoritmo:

int exercicio2(int x, int y) {

if (x >y)
return(—1);
else {
if (x == y)
return(1);
else

return(x * exercicio2 (x+1, y)
+ exercicio2 (2xx,y))

}

Qual é o resultado de chamadas exercicio2 (10,4),exercicio?2 (4, 3),
exercicio?2 (4, 7)? Desenhe a drvore de chamadas recursivas para cada
caso.

. Dado o fragmento de cédigo abaixo, desenhe a drvore de recurséo para f(1,10)

e obtenha o valor de retorno.

double f(double x, double y) {
if (x >=vy)
return ((x+y)/2);
else
return (f(f(x+2,y—1),f(x+1,y—2)));
}

Coloque em ordem crescente de complexidade: O (27), O (n!), O (n®), O (nlogn).

Qual é a complexidade em notagio BigOh de um programa que utiliza 3n* +
nlogn operagdes?

. C A N ;
Considere um polindmio p(z) = >_._, a;z", e suponha que o valor desse po-
lindbmio para um particular valor x é calculado usando o método de Horner:

p(z) = ap+ x(ay + z(ag + x(az + - - + z(ap—1 + zay)...).



12.

13.

14.

15.

16.

17.

Caracterize em notagdo BigOh o nimero de operagdes aritméticas (adi¢des e
multiplicacdes) executadas nesse método.

Escreva uma rotina recursiva que resolve com custo O (2N ) 0 seguinte pro-
blema: Dado um conjunto de [V inteiros A; a Ay, e um inteiro X maior que
todos os A;, descubra se existe um subconjunto dos inteiros A; a A cuja soma
¢é exatamente K. (Nota: Esse problema é chamado Problema da Soma de Sub-
conjuntos; ndo existe nenhuma solugdo conhecida para esse problema que seja
polinomial em N. A descoberta de uma solu¢do polinomial para esse problema é
um dos problemas abertos mais importantes em matemadtica, € o problema mais
importante em computagao tedrica.)

Considere a sequéncia: [26,34,9,0,4,89,6,15,27,44]. Desenhe esquematicamente
os passos realizados por ordenacdo por inser¢do e por unido (mergesort) para
ordenar essa sequéncia de forma crescente.

Qual é a ordem de complexidade em nota¢do BigOh para ordenamento por in-
ser¢do, selecdo, unido (mergesort) nos seguintes casos:

e O arranjo a ser ordenado estd ordenado em ordem crescente.

e O arranjo a ser ordenado estd ordenado em ordem decrescente.
Considere que o resultado final deve ser o arranjo ordenado em ordem crescente.

Escreva uma func¢io que faca ordenamento de quatro inteiros distintos com no
maximo cinco comparacdes.

Prove que o seguinte algoritmo ordena corretamente um arranjo a entre indices
i e j (inclusive), e obtenha a complexidade do algoritmo em notacido BigOh.

void ordena(int a[], int i, int j) {

if (alil > a[j])

troque a[i] e af[j]
if ((i+1) >= j)

return ;
int kK = (i—j+1)/3;
ordena(a,i,j—k);
ordena(a,i+k,j);
ordena(a,i,j—k);

Considere o método:

void prova(int a[], int b[], int c) {
BinarySearch s = new BinarySearch(a);
int i = s.search(c);
for (int j = 0; j<a.length; j++)
for (int k=0; k<b.length; k++)
System.out. println( j + s.search(b[k]) );

NN AW =

}

onde BinarySearch é uma classe piblica que executa busca bindria em arranjos; o
construtor de BinarySearch recebe um arranjo de inteiros e o método piblico



search (int c¢) procura o inteiro c no arranjo, retornando o indice de c no
arranjo. Suponha que c e que todos os elementos de b sempre estdo em a.
Considere que a e b podem ter tamanho N e no pior caso os dois tem tamanho N.

(a) Qual a complexidade do programa em notacdo BigOh no pior caso? Justi-
fique.

(b) Suponha que a terceira linha seja removida; qual a complexidade do pro-
grama resultante em notacao BigOh, no pior caso? Justifique.

(c) Suponha que a sexta linha seja substituida por
System.out.println( j + k ).Qualacomplexidade do programa
resultante em notagdo BigOh no pior caso? Justifique.

(d) Suponha que a quarta e quinta linhas sejam substituidas por

for (j = i; j<a.length; j++)
for (k = j; k<b.length; k++)

Qual a complexidade do programa resultante em notagdo BigOh no pior
caso? Justifique.

18. Considere o cédigo abaixo, assumindo que n € maior que zero:

1 int exerciciol (int n, int x) {

2 int sum = O;

3 if (x < 0) return(—1);

4 if (x > n) x = n;

5 for (int i = 0; i < n; i++) {

6 sum++;

7 for (int j = 0; j < n; j++) {
8 auxiliar(sum, n);

9 for (int k = j; k < n % x; k++4)
10 sum = sum + 2;

11 }

12 }

13 return (sum);

14 }

15 void auxiliar(int sum, int n) {

16 sum = n % sum;

17 1}

(a) Obtenha o valor de retorno da fun¢do exerciciol em termos de n e x.
Justifique. [1.0]

(b) Obtenha a complexidade em notagdo BigOh em func¢éo apenas de n no pior
caso. Justifique. [1.0]

(c) Apresente esquematicamente (através de um desenho) o conteido do Stack
e do Heap do programa ao fim da primeira execucao da linha 6, assumindo
que tanto Stack quanto Heap estdo vazios na chamadade exerciciol (10, 1).
[0.5]

(d) Suponha que a linha 5 seja substituida pela linha

5 for (int i = x; i < n; i++) {



19.

20.

21.

Obtenha o valor de retorno em fungdo de n e x; assumindo que n € par,
obtenha a complexidade em notacdo BigOh em funcao apenas de n no pior
caso. Justifique. [1.5]

Considere o cédigo abaixo:

1 int exercicio2 (int a) {

2 return( exercicio2(a, 0, a.length) );

30}

4 int exercicio2(int a, int x, int y) {

5 int n = y—x;

6 if (n < 2) return(0);

7 int z = 0;

8 for (int i=0; i<7; i++) {

9 Ordena.ordenalnsercao(a, i x n/7,

10 (i+1) x (n/7) — 1);
11 z = z + exercicio2(a, i x n/7,

12 (i+1) = (n/7) — 1);
13 }

14 return(z);

15 }

A fun¢do Ordena.ordenalnsercao (a, x, y) ordena o sub-arranjo de
a entre indices x e y (inclusive) por inser¢do. Para simplificar, assuma que n é
uma poténcia de um nimero que for apropriado.

(a) Apresente uma relacdo de recorréncia que rege o custo 7'(n) desta funcéo
em termos do comprimento n do arranjo de entrada. Justifique. [1.0]

(b) Resolva a relag@o de recorréncia obtida no item anterior, justificando cada
passo. [1.5]

(c) Suponha que a linha 9 seja substuida por ordenag@o por unido. Qual € a
relacdo de recorréncia resultante? Justifique. [0.5]

Considere uma busca sequencial de um elemento X em um arranjo de N ele-
mentos. Normalmente assumimos que cada comparacgio utilizada na busca tem
um custo fixo. Suponha porém que cada comparagdo exija uma busca bindria
no arranjo de NV elementos. Qual é a complexidade da busca de X em notagao
BigOh no pior caso?

Para o c6digo a seguir, indique o trecho critico do programa (isto é, as linhas que
se repetem mais vezes). Determine o valor da varidvel sum ao final. Indique a
complexidade no pior caso em notacdo BigOh. Justifique.

int sum = O;
for (int i=0; i<n; i++)
for (int j = 0; j<(nxi); j++)
for (int k=0; k<j; k++)
sum-++;

DICA: O resultado é O (N®), pois o valor de sum atinge N°/6 — N*/4 —
N3/6 4+ N?/4.
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23.

24.

Para o cddigo a seguir, indique o trecho critico do programa. Determine o va-
lor da varidvel sum ao final. Indique a complexidade no pior caso em notacdo
BigOh. Justifique.

int sum = O;
for (int i=0; i<n; i++)
sum-++;
for (int 1i=0; i<n; i++)
for (int j=0; j<(ixi); j++)
if ((j%1) == 0)
for (int k=0; k<j; k++)
sum-++;

DICA: O resultado ¢ O (N*), pois o valor de sum atinge N*/8 — 5N3/12 +
3N?%/8 — 11N/12. Este valor € obtido pela expressdo

=

N-1 N—-1i—11j
1+ 1.
=0 i=1 j=0 0

<

=
I

Note o efeito da operacdo % na complexidade do programa.

Demonstre que o seguinte programa leva a um loop infinito para n maior que 2.

public boolean verify(int x, int y, int z, int n) {
boolean flag = false;
int auxX, auxY, auxZ;
while (flag == false) {
auxX = 1; auxY = 1; auxZ = 1;
for (int i=0; i<n; i++) {
auxX *= X;
auxyY x= y;
auxZ *x= z;
}
if (auxX + auxY == auxZ)
flag = true;
n++;

}

DICA: Esse problema é extremamente simples! Verifique a expressdo matema-
tica produzida para cada valor de n, e argumente que a expressdo nao tem solucdo
usando um resultado conhecido em matemadtica.

Considere os seguintes métodos:

public cube(int n) {
aux = 0;
for (int i=1; i<=n; i++)
aux += i%x1%*1i;
return (aux);

}

public square(int n) {



25.

26.

27.

aux =0;

for (int i=1; i<=n; i++)
aux += 1i;

return (aux * aux);

(a) Indique a complexidade dos dois métodos em notagdo BigOh.
(b) Demonstre que os dois métodos retornam o mesmo valor.

(c) Escreva um método que retorna o mesmo valor em tempo O (1).

Considere o seguinte teorema (conhecido como Teorema do Limite Superior):
um politopo com N vértices em D dimensdes tem K N /2 faces para uma cons-
tante ' > 0 e para qualquer /N maior que um certo M. A partir desse teorema,
prove que a ordenagdo e impressdo das faces de um politopo com N vértices em
4 dimensdes pode ser feitaem O (N2 log N). Justifique a partir da defini¢do da
notacéo BigOh.

DICA: Lembre-se que um politopo é um objeto geométrico definido por hiper-
planos em um espago com D dimensdes (para D = 2, temos poliedros).

Considere um programa com dois métodos. O primeiro método recebe um na-
mero [N e produz um arranjo a de tamanho V!, onde cada elemento do arranjo
¢ uma permutagio do arranjo b igual a [1,2, ..., N| (existem N! permutacdes de
uma lista com N elementos). Suponha que a seja ordenado de alguma forma, e
o segundo método realiza uma busca bindria em a. Prove que a complexidade
do segundo método € O (N log N), usando a aproximacéo de Stirling:

N! = V2Nnr(N/e)N (1 + O (1/N)).

Considere os dois programas abaixo:

int doltl (int a[]) {
int n = a.length;
int sum = 0;
for (int i=0; i<=n; i++)
for (int j=0; j<=i; j++)
sum += a[i] * al[j];
return (sum);

int dolt2(int a[]) {

int n = a.length;

int sum = O;

int sum2 = 0;

for (int i=0; i<=n; i++) {
sum += a[i];
sum2 += al[i] * a[i];

1

return( (sum x sum + sum2)/2 );

(a) Determine a complexidade de cada método no pior caso em notagdo BigOh.



(b) Prove que os dois métodos retornam o mesmo resultado. (Dica: Use indu-
¢do finita em n, o tamanho do vetor a. Note que os dois métodos retornam
o mesmo resultado para n = 1, assuma que os resultados sdo iguais para n
genérico e prove que sdo iguais para (n + 1).)

28. Considere o seguinte método:

29.

public void dolt(int a[], int b[]) {
Ordena.ordena(a);
for (int i=0; i<b.length; i++) {
int aux = BinarySearch.search(a, b[i]);
for (int j=aux; j<a.length; j++)
System.out. println(a[j]);

}
onde:
e void ordena(int a[]) é um método de classe (da classe Ordena)
que faz o ordenamento do arranjo a).

e int search(int a[], int x) é um método de classe (da classe
BinarySearch) que faz busca bindria do elemento x no arranjo a e re-
torna o indice de x em a.

e a e b sdo arranjos de tamanho maximo N.
o todos os elementos de b estdo em a (os elementos de b podem ser repeti-
dos).

Qual a complexidade em notagdo BigOh no pior caso em funcdo de N para
(justifique!):

(a) método ordena implementado com ordenacéo por insercéo.

(b) método ordena implementado com mergesort.
Vocé foi chamado por uma empresa para analisar um bloco fundamental de pro-

gramas de controle de fluxo de caixa. Vocé identificou que o seguinte método é
chamado muito frequentemente:

public int dolt(int a[]) {

int i, j, k;

int sum = 0;

int aux = 1;

for (i=0; i<a.length; i++) {
sum-++;

aux x= al[i];

for (i=0; i<a.length; i++) {
for (j=0; j<a.length; j++) {
sum++;
aux = aux + (a[i] — a[j]);



for (i=0; i<a.length; i++)
for (j=i; j<@2xi); j++)
for (k=j; k<(j+5); k++)
sum-++;
return (sum+aux );

(a) Determine a complexidade do programa em fun¢do de N, o tamanho do
vetor de entrada a, em notacdo BigOh. Justifique.

(b) Codifique o programa de forma que o resultado seja 0 mesmo mas a com-
plexidade seja O (N). Justifique.

30. Considere o seguinte fragmento de cédigo. A fun¢do proximoArranjo (M)
retorna um arranjo de comprimento M preenchido com inteiros lidos a partir
de um arquivo pré-especificado (essa operagdo tem custo O(M)), e a fungéo
ordenalUniao (a) ordena o arranjo a usando ordenagdo por unido. A funcio
auxiliar (a,z) € recursiva: cada chamada onde o arranjo a tem compri-
mento @ realiza operacdes de custo O(Q) seguidas de 3 chamadas recursivas a
mesma fun¢do auxiliar, cada uma delas usando metade do arranjo a.

1 public static RECI(int N, int M) {
2 int i, j, a[], sum = O;

3

4 for (i=0; i<N; i++) {

5 a = proximoArranjo(M);

6 ordenaUniao(a);

7 for (j=0; j<M; j++)

8 if (alj] == 0)

9 sum = sum + 1;

10 else

11 sum = auxiliar(a,a[j]);
12 }

13 return (sum);

14 }

Qual o custo de REC1 em fung@o de N e M, em notagdo BigOh no pior caso?
Justifique cada passo do seu argumento.

31. Considere o seguinte fragmento de cédigo:

public static SUBI(Object a[], int b[][],
boolean saveMemory) {
int i, j, k, sum = O;

1
2
3
4
5 for (k=0; k<b.length; k++) {

6 if (saveMemory == true) ordenaSelecao(b[k]);
7 else ordenaUniao(b[k]);
8 }
9 boolean flag = false;
1 for (k=0; k<b.length; k++) {
1 if (b[k][0] == 0) flag = true;

— O
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12 }

13 if (flag == true) {

14 for (i=0; i<a.length; i++) {

15 for (j=i+1; j<a.length; j++) {
16 if (a[i]==a[j]) sum = sum+]1;
17 }

18 }

19 }

20 return (sum);

21}

O arranjo a tem N linhas e NV colunas, e o arranjo b tem N elementos. A fung¢@o
ordenaSelecao (c) ordena o arranjo c por selecdo e a fungdo ordenaUniao (c)
ordena o arranjo ¢ por unido. Assuma N > 1.

(a) Qual o custo de SUB1 em fung¢do de N, em notagdo BigOh no pior caso?
Justifique.

(b) Recodifique a fungdo de forma que o seu retorno seja igual, mas as funcdes
ordenaSelecao (c) eordenalUniao (c) ndo sejam usadas, e o custo
seja O(N?) em notagio BigOh no pior caso. Justifique.

Uma funcgdo recursiva SUB2 (a, k) recebe como entrada um arranjo a de tama-
nho N e um inteiro k£ que indica o nivel da recursdo. A fungdo é sempre chamada
como SUB2 (a, 0) . Uma andlise da fungdo indicou que seu custo T'(N) é O(1)
para N = 1 e (o > 0 € uma constante)

T(N,k) = 2T(N/2,k+ 1)+ aN, parak par,
| 4T(N/2,k +1) 4+ N, para k impar.

Obtenha o custo da chamada SUB2 (a, 0) assumindo que N € uma poténcia de
2.

Considere uma recursdo em que cada problema de tamanho N € dividido recur-
sivamente em 4 sub-problemas. Cada um desses sub-problemas tem tamanho
N/2. Assuma que N é um nimero cujo logaritmo em uma base conveniente é
um nidmero inteiro. Qual é a complexidade dessa recursdo para um problema
de tamanho NV, se o “custo” de unir as solu¢des dos quatro sub-problemas de
um tnico problema de tamanho N ¢ exatamente N 2 e 0 “custo” de resolver um
problema com N = 1 € exatamente 1.

DICA: Considere o primeiro caso. A recursdo leva a seguinte expressio:
T(N) = 4T(N/2) + N2,

Podemos escrever
T(N/2) = 4T(N/4) + N? /4

€ portanto:
T(N) = 16T(N/4) + N? + N2

Da mesma forma:

T(N/4) = AT(N/8) + N?/16 = T(N) = 64T (N/8) + N? + N? + N?.

10
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35.

36.

Seguindo nesse raciocinio, atingimos:
T(N) = 4*T(N/2F) + EN2.
Para k = log, IV (pois a drvore de recursdo terd tamanho log, N):
T(N) = N?T(1) + N?log, N.

Portanto a complexidade é O (N 2log N )

Tente resolver para o caso em que o “custo” de unir solucdes é N3; a solucdo é
O (N?). Lembre-se da expressio:

Xn:ak = (@™ —1)/(a—1).

k=0
Resolva a seguinte equacao, resultado da andlise de um algoritmo recursivo:
T(N) =aT(N/b)+ NlogN,
para:

(a) aiguala3 ebigual a?2.
(b) aiguala2ebigual a?2.
(c) aiguala?2ebiguala3.

Assuma que N é uma poténcia na base mais conveniente e que 7'(1) = 1.

Considere o seguinte programa recursivo:

public int dolt(int a[], int i, int j) {
int n =j —1— 1;
if (n <= 1)
return (1);
else
return( dolt(a, i, i+n/2—1) +
dolt(a, i+n/4, i+3*xn/4—1) +
dolt(a, i+n/2, j) );
}

Considere agora o seguinte método:

public int do(int a[]) {
return( dolt(a, 0, a.length — 1) );
}

Qual € a ordem de complexidade da chamada do (a) para um vetor a de tama-
nho NV, em notacdo BigOh? Assuma que N € uma poténcia de 2.

Considere o seguinte fragmento de c6digo, onde a e b sdo arranjos de mesmo
tamanho IV (onde N > 2) e a fungdo

Sort.insertionsort (int a[], int o, int f)

ordena o arranjo a entre o e £, usando ordenacdo por insercao.

11



37.

public void dolt(int a[], int b[], int o,
if ( (f—o0) <2 )
return(a[f]);
else
Sort.insertionsort(a, o, f);
if (a[0] < b[0])
dolt(a, b, o, (f+0)/2);
else
dolt(a, b, (f+0)/2, f);
if (a[l] < ©b[l])

int f)

dolIt(a, b, o + (f—0)/4, o + 3x(f—0)/4);

dolIt(a, b, o, o + (f—0)/3);
}

Escreva a equag@o recursiva que deve ser resolvida para obter a complexidade
deste fragmento de c6digo em notacéio BigOh, considerando o pior caso. Indique
também as condicdes de contorno que devem ser atendidas pela solucao (isto €,
qual a complexidade da parada da recursdo). Justifique a resposta. [Note: ndo ha

necessidade de resolver a equacao!]

Resolva as seguintes equagdes recursivas, expressando o resultado em notacao

BigOh e assumindo que N é uma poténcia na base mais conveniente:

e T(1)=1,T(N) = 3T(N/2) + N.
e T(1)=1,T(N)=T7T(N/3) + N2
e T(1)=1,T(N)=2T(N —1)+ N.
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