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Abstract— Bayesian networks are extensively used in artificial intelligence, pattern recognition and system
identification. An important operation is the differentiation of Bayesian networks; that is, the computation of
derivatives for the parameters of a Bayesian network. This paper presents a new method for such a computation:
we present an algorithm based on the variable elimination method, and discuss the advantages and applications
of this new algorithm.
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Resumo— Redes Bayesianas sao extensivamente usadas em inteligéncia artificial, reconhecimento de padroes
e identificagdo de sistemas. Uma operagdo importante é a diferenciacdo de redes Bayesianas; isto é, o célculo
de derivadas de parametros de uma rede Bayesiana. Este artigo apresenta um novo método para este célculo:
apresentamos um algoritmo baseado no método de eliminagao de varidveis, e discutimos as vantagens e aplicacoes

deste novo algoritmo.

Palavras-chave— Redes Bayesianas, derivacdo, eliminacdo de varidveis, andlise de sensibilidade, sistemas

especialistas

1 Introducao

Redes Bayesianas sao modelos voltados a to-
mada de decisao e a manipulagao de incerte-
zas, com aplicagoes em inteligéncia artificial, re-
conhecimento de padroes, identificacao de siste-
mas (Jensen, 1996). Sdo modelos gerais e compac-
tos, com capacidade para representar situacoes es-
taticas e dinamicas. Sistemas especialistas com re-
des Bayesianas encontram uso em diversas areas:
diagnéstico, prognéstico e planejamento médico
do tratamento (Coupé et al., 1999), tendo como
exemplo o sistema especialista com rede Bayesi-
ana Alarm para diagndstico médico (Beinlich et
al., 1989); interpolagao automédtica de dados bru-
tos de sondas interplanetdrias (Stutz et al., 1998);
sistemas especialistas como o Pathfinder e o Mu-
nin (Jensen, 1996), etc.

Este artigo foca na diferenciacao de parame-
tros de redes Bayesianas. Derivadas de parame-
tros de redes Bayesianas sao de grande utilidade
em pelo menos duas aplicagoes: realizagao de ana-
lise de sensibilidade em redes Bayesianas, e oti-
mizagao de parametros por métodos de gradiente.
Este trabalho tem por objetivo apresentar um mé-
todo para se obter derivadas em redes Bayesianas
baseado no algoritmo de eliminacao de varidveis.
Esse método é de simples implementacao compu-
tacional e de facil aprendizado, cujos resultados
em nada ficam devendo a algoritmos existentes
que envolvem conceitos graficos.

A Segdo 2 contém um breve resumo da teo-
ria de redes Bayesianas e do algoritmo de elimi-

nagao de varidveis aplicado em redes Bayesianas.
A Segdo 3 por sua vez faz uma andlise dos mé-
todos existentes para calculo de derivadas em re-
des Bayesianas, e a Secao 4 apresenta o método
proposto neste trabalho. A Secdo 5 contém um
exemplo resolvido passo a passo pelo método pro-
posto. A Secao 6 indica duas possiveis aplicagoes
para a teoria aqui apresentada, e a Segao 7 conclui
o artigo e indica trabalhos futuros.

2 Redes Bayesianas e Eliminagao de
Variaveis

Assume-se neste artigo que todas as varidveis ale-
atérias tém um nimero finito de possiveis valores.
Um conjunto de varidveis é escrito em negrito (por
exemplo, X). A notagdo X\Y indica o conjunto
de varidveis que pertence a X mas ndoa Y. A no-
tacdo >y fIX,Y) indica que todas as varidveis em
X sao eliminadas (somando) da fungao fiX,Y).
A densidade de probabilidade de X é p(X): p(z)
¢ o valor da probabilidade do evento {X = z}.
A densidade de probabilidade de X condicional a
valores de Y é p(X|Y).

Uma rede Bayesiana representa uma densi-
dade de probabilidade sobre um conjunto de va-
ridveis X (Pearl, 1998; Jensen, 1996). A densi-
dade é especificada através de um grafo direcio-
nal aciclico. Cada né nesse grafo representa uma
variavel aleatoria X; em X. O conjunto de va-
ridveis pa(X;) denota os pais de X;, ch(X;) de-
nota os filhos de X;. E os pais dos filhos de X;
que nao sejam eles proprios filhos sao as “esposas”



A pai de BeC

BeC pais de D
E filho de CeD
DeE filhos de C
B pai de filho de C

AeB néo descendente deC
B,C,D e Edescendestesde A

Figura 1: Exemplo de rede Bayesiana.

@ P(A).p(BIA).p(ClA),
p(DIB,C).p(E|C).

spo(X;). A Figura 1 ilustra relagbes em uma rede.
Uma rede Bayesiana atende a condicao de Markov:
cada no é condicionalmente independente de seus
nao descendentes nao pais dados seus pais. Essa
condicao leva a uma distribuicao conjunta de pro-
babilidade tnica (Pearl, 1998):

p(X) = Hp(Xilpa(Xi))-

Dado uma rede Bayesiana, o evento E denota
as evidéncias ou observagoes na rede. Por exem-
plo E = {X; = z12, X3 = x31} fixa os valores das
varidveis X; e X3.

Inferéncia com redes Bayesianas envolve nor-
malmente o calculo da probabilidade marginal a
posteriori para um conjunto de varidveis questio-
nadas X, (Pearl, 1998). A probabilidade a poste-
riori de X, dado E é:

PXy,E) _ 2x\(x,.xz) P(X)

POGIE) = =5 g S, PX)

Eliminacao de varidveis é um algoritmo para
inferéncia exata em redes Bayesianas (Dechter,
1996; Zhang and Poole, 1996). Na sua esséncia o
método simplesmente elimina (somando) repetiti-
vamente as varidveis. Dada uma rede Bayesiana
de varidveis X, evidéncia E e varidveis questio-
nadas X, inferir p(X,|E) envolve normalmente
apenas um subconjunto das densidades associa-
das com a rede. Se a densidade p(X;|pa(X;)) for
necessaria para produzir uma inferéncia entao X;
é uma varidvel requisitada; existem algoritmos po-
linomiais para encontrar todas as variaveis requi-
sitadas para uma inferéncia. O conjunto de varia-
veis requisitadas é expresso por Xg.

Seja IV o numero de varidveis requisitadas que
nao sio observadas e ndo estdo em X,. (Cozman,
2000b) demonstra que:

Densidades de probabilidades na rede:

p(Xg, E) = ZZ ( H P(Xi|Pa(Xz’))>
Xy X»

X, e
Xr\{X1,ch(X1)}

X (Z II »x; |Pa(Xj))>~
X1 X;€
{Xl,ch(Xl)}

Sendo que se pode definir a seguinte densidade
nao normalizada:

p(ch(X1)lpa(Xy), spo(X1)) =

> ( T »x; |Pa(Xj))>-
X1 X1,ch(X1)

Ou seja, pode-se eliminar a varidavel X; do
problema. Repetindo-se sucessivamente para Xo
até Xy no final teremos algumas (pelo menos
uma) densidades para X,. Através da multiplica-
¢ao dessas densidades e normalizando o resultado
obtemos p(X,|E).

A ordenacao das varidveis a serem elimina-
das é arbitraria, mas diferentes ordenagoes levam
a diferentes cargas computacionais. Existem va-
rios métodos heuristicos conhecidos que produzem
ordenacoes eficientes (Zhang and Poole, 1996).

Uma vez que a ordenagao das variaveis esteja
definida, o algoritmo de eliminacao de varidveis
cria estruturas de dados chamadas buckets. Cada
bucket contém uma variavel a ser eliminada X; e
todas as densidades que contenham a varidvel do
bucket. A seqiiéncia de buckets criada é chamada
de drvore de buckets.

Suponha agora que se deseje computar a den-
sidade de probabilidade marginal para cada va-
ridvel numa rede Bayesiana. (Cozman, 2000b) ge-
neraliza o algoritmo de eliminacao de variaveis;
através do armazenamento de resultados interme-
diarios no processo de eliminagao, essa generali-
zagao consegue produzir inferéncias para todas as
variaveis na rede de forma conjunta.

3 Diferenciagcao de Redes Bayesianas

Existem vérios métodos para derivar redes Baye-
sianas, ou seja, para computar o valor da derivada
de uma probabilidade com respeito a algum para-
metro da rede Bayesiana. A seguir serao citados
os métodos mais importantes.

3.1 Forga bruta

Este primeiro método nao calcula exatamente de-
rivadas, mas produz indiretamente o seu valor.
Para cada probabilidade de interesse é investigado
um numero de variagoes em relacao ao valor ini-
cial. Obtém-se dessa forma a variagao em relacgao



a condigao inicial. Esse método tem a desvan-
tagem de consumir muito esfor¢o computacional,
pois cada variagao em valores deve ser acompa-
nhada de uma inferéncia.

3.2 Fracional linear

O método proposto por (Coupé et al., 1999) é ba-
seado na observacao de que a relacao entre uma
probabilidade de interesse e um parametro de uma
Rede Bayesiana pode ser expressa como um quo-
ciente de duas fungoes lineares.

Esse método requer algumas definigoes preli-
minares:
1) Define-se z;; como um valor de uma varigvel
X, e m uma combinagao arbitraria de valores do
conjunto de pais pa(X;);
2) Definindo também y = p(a|E), onde a é o valor
da varidvel de interesse A na derivada (A € X).
3) Assume-se que numa derivagdo, em se variando
o pardmetro x = p(x;;|m) todas as outras proba-
bilidades p(z;|7) sdo co-variadas de acordo, pelo
escalonamento da razao entre as massas de proba-
bilidade restantes. Mais formalmente, seja o do-
minio da varidvel X; dom(X;) = {x;1, -, Tim},
m > 1. Os pardmetros p(z;|7), k # [, sdo fungoes
de x:

alm)@) = { ¢ i
zi|m)(x) = _
piTa p(wil\ﬂ)(x)% sel #k
com z = p(x|m) < 1.
Temos que (Coupé et al., 1999; U.Kjeerulff and
van der Gaag, 2000):

Teorema 1 Seja p a funcao de probabilidade de-
finida por uma rede Bayesiana sobre um conjunto
de varidveis X. Seja y = p(alE) e x = p(x|m)
como indicados anteriormente. Entao,

_pla,E)(x) _ar+p
p(E)(x)  yx+6’

onde a, 3, v e d sdo constantes com relag¢ao a x.

As constantes dessa funcdo determinam direta-
mente as derivadas de interesse. Determinar essas
constantes requer apenas trés inferéncias na rede,
que podem ser realizadas com qualquer algoritmo
de inferéncia.

3.8  Método por drvore de juncdao

(U.Kjeerulff and van der Gaag, 2000) apresentam
um método para derivacao de redes Bayesianas
em sua representacdo drvore de jungdo (Jensen,
1996; Pearl, 1998). O método é baseado na idéia
de que, numa drvore de juncao, a expressao para
p(a, E) e p(E) em funcao de z pode ser obtida do
potencial de um clique contendo tanto a variavel
como seus pais. O seguinte teorema detalha como
os coeficientes podem ser calculados.

Teorema 2 Sejap a funcdo de probabilidade defi-
nida por uma rede Bayesiana e seja T a represen-
tacao da rede na sua forma de drvore de juncao.
Seja y = p(a|lE) e x = p(ag|m) como indicados
anteriormente. Suponha que, emT', uma propaga-
¢cao partindo da extremidade tenha sido realizada
em direcdo ao clique que contém a varidvel de inte-
resse A; suponha que subsegiientemente uma pro-
pagacao em direcao o extremidade tenha sido rea-
lizada desse clique com o valor a para A. Agora,
seja Q@ um clique em T contendo tanto a varidvel
X e seus pais pa(X;); seja g = p(Q,a, E) o po-
tencial do clique QQ depois das propagacdes citadas
acima. Entio, p(a|E)(z) = ax + B onde:

QZM_ZM 1)

plealm) &1 plawln)

ﬁ:2w+ Z b0 (2)

12k 1 = p(zix|) Q:pa(X;) %

Suponha agora que a evidéncia E tenha sido
processada em T' por uma propagacao do topo em
direcao a raiz e subsegiiente propagacao da raiz em
diregdo ao topo. Seja ¢, = p(Q, E) o potencial
do clique Q) depois das propagagoes citadas acima.
Entao, p(E)(z) = yx + 0 onde:

'w'kfr(b* :w-LW¢*
v = M_ZM (3)

plaaln) &2 1 plawln)

§ = Z ZQ:m,w WQ + Z ¢5 (4)

i — p(wix|m) Qpa(X)n

O teorema acima fornece a base para o mé-
todo de computar os coeficientes das fungoes que
expressam a probabilidade de interesse y = p(a|E)
em termos de todos os possiveis parametros x.

Este dltimo método requer apenas trés pro-
pagagoes na rede (na sua representagao drvore de
jung¢ao) para estabelecer todas as derivadas para
uma probabilidade posterior marginal especifica.
Note que o método Fracional Linear precisa de
trés inferéncias na rede para cada parametro.

4 Um Novo Método Baseado em
Eliminagao de Variaveis

A proposta deste trabalho é a de se adaptar o mé-
todo de derivagao proposto por (U.Kjeerulff and
van der Gaag, 2000), ao algoritmo de inferén-
cia em redes Bayesianas proposto por (Cozman,
2000b) que generaliza eliminacao de varidveis.

O método de (U.Kjeerulff and van der Gaag,
2000) é todo baseado e construido em cima de re-
des Bayesianas na sua representacao na forma de
drvore de jung¢ao. Ou seja, utiliza complexos con-
ceitos e métodos da teoria de grafos. Porém, o



algoritmo de generalizagao de eliminacao de va-
ridveis também pode ser interpretado utilizando-
se ferramentas de teoria de grafos. O resultado
bésico aqui é que toda arvore de buckets é tam-
bém uma drvore de cliques (os cliques da drvore de
triangulagao sao induzidos pelo ordenamento das
varidveis) e portanto pode ser visto como uma dr-
vore de junc¢ao.

Tendo isso em mente, propoe-se o seguinte al-
goritmo que adapta a derivagao do método por
drvore de juncdo na estrutura de buckets de elimi-
nacao de varidveis. O método é bastante similar a
uma inferéncia em arvore de buckets, mas contém
alguns passos adicionais para calculo de valores
usados em derivadas:

1. Gere um ordenamento para as IN varidveis
que s&0 necessarias para a inferéncia, que nao
observadas e ndo questionadas. (A probabi-
lidade de interesse na derivagao A deve ser
a varidvel questionada X, na eliminacdo de
variaveis)

2. Coloque todas as densidades da rede em um
conjunto de densidades.

3. Paraidela N:
a. Crie uma estrutura de dados B;, chamada
bucket, contendo:

e A varidvel X;, chamada varidvel do buc-
ket;

e Todas as densidades que contenham a
variavel do bucket, chamado de densi-
dade do bucket;

b. Multiplique as densidades em B;. Arma-
zene a densidade resultante nao normalizada
em B;; a densidade é chamada de cluster de
B;.

c. Elimine (somando) X; do cluster B;. Ar-
mazene a densidade resultante nao normali-
zada em B;; a densidade é chamada de sepa-
rador de B;.

d. Coloque o separador do bucket em um con-
junto contendo densidades.

4. No final do processo colete as densidades que
contém a variavel questionadas num bucket
B,. Multiplique as densidades em B, (e nor-
malize o resultado para obter p(A|E) com as
condigoes iniciais da rede).

A propagacao agora para atualizar os buckets
parte da raiz, bucket B, que por definicao ja
estd atualizado apds o passo 4, em diregao ao
topo.

5. Paraide N a 1:
a. Normalize o cluster de B; em relagao a va-
riavel do bucket, obtendo-se a densidade nor-
malizada p(X;|S;, E;);
b. Pega ao filho de B; que fornega p(S;|E;).

Esta densidade de probabilidade substitui o
separador de B;;

c.  Multiplique p(S;|E;) e o cluster nor-
malizado do bucket p(X;|S;, E;), obtendo
p(X;,S;|E;). Esta densidade de probabili-
dade substitui o cluster de B;.

6. Compute os coeficientes v e J, usando as
equagoes (3) e (4), para todos os parametros
relevantes, localmente por clique/bucket.

7. Realize outra propagacao saindo da raiz em
diregdo ao topo de clique/bucket By, com a
evidéncia adicional A = a.

8. Compute os coeficientes « e (3, usando as
equagoes (1) e (2), para todos os pardmetros
relevantes, localmente por clique/bucket.

5 Exemplo

Nesta secao a teoria proposta é aplicada num
exemplo simples. Para tanto é utilizada a rede
da figura 1 com os seguintes valores de probabi-
lidades (considerando que todas as varidveis sao

booleanas):

pla) = 0,20 | p(d|c,b) = 0,80
p(d|—¢,b) = | 0,80

p(cla) = | 0,20 | p(d|c,—b) = | 0,80
p(c|—a) = | 0,05 | p(d|-e,—b) = | 0,05
p(bla) = | 0,80 plele) = 0,80
p(b|—a) = | 0,20 plel—c) = 0,60

Também é assumido como evidéncia que a va-
ridvel E é verdadeira. A probabilidade de inte-
resse é p(c|e). Vamos estudar a derivada em rela-
¢ao a trés probabilidades: p(e|—c¢), p(c|—a) e p(a).

Aplicando os conceitos de d-separacao a rede é
reduzida a trés varidveis (A, C e E), gerando uma
drvore de buckets com dois buckets.A varidvel do
bucket By é A e a varidvel questionada C' estd no
bucket B,.

Utilizando o algoritmo de eliminagao de varia-
veis inicia-se pelo bucket Bi. A variavel do bucket
é A e as densidades do bucket sao p(A) e p(C|A).
O cluster de By é obtido através da multiplicagao
das densidades e elimina-se(somando) a varidvel
A obtendo o separador Sj.

a, c= 0,04

a,—c= 0,16

$1(4,C) = -a, c= 0,04
—a,—c= 0,76

c= 0,08
Sl*;¢1;$ —e= 0,92

Passa-se agora para o bucket B,. A variavel do
bucket é a varidvel questionada C e as densidades
do bucket sao p(C) e o separador S;. Multipli-
cando as densidades obtém-se a varidvel questio-



nada C.

c= 0,064
0,552

—C =

—C =

normalizando obtemos

c= 0,103896
0,896104

Generalizando eliminagao de variaveis é rea-

lizada a segunda propagagao, desta vez partindo
da raiz em diregao ao topo e com o valor obtido
para a varidvel questionada C'.

Primeiro normaliza-se o cluster de By em re-
lacdo a varidvel A e depois multiplica-se o resul-
tado por p(C|FE) obtido na primeira propagagao
que substitui o valor do separador 5.

a, c= 0,5
a,—c= 0,173913
91(4,0) = -a, c= 0,5
‘|a,7 —C = O7 826087
multiplicando por p(C|E)
a, ¢c= 0,0519481
a,—c= 0,155844
-a, c¢= 0,0519481
-a,-c = 0,740260

Pode-se obter o valor de p(A|E) eliminando a va-

ridvel C

0, 792208

b @= 0207792
E 1 —a —
C

Calcula-se os coeficientes v e § para as trés pro-

babilidades em estudo:

plel=e) = |
plela) = 1~
pla)= {_

0,92
0,064

0, 259740
0,987013

0,0487013
1,99026

Realizando uma ultima propagacao de B, para B,
com a evidéncia adicional C' = c.

0,064
0

0,0519481
0
0,0519481
0

Finalmente, computa-se os coeficientes o e 3 para
as trés probabilidades em estudo:

p(e|—c) =

p(e[-a) =

pla) =

R WL we
I

0
0,064

1,03896
0,0519481

0, 194805
0,168831

o 0z 04 0§ 08 1 o 02 04 0§ 0B 1

p(el-c) picla)

0 02 04 06 08 1

piel-c)

Figura 2: Curvas das derivadas.

Para comprovar a eficiéncia do método aqui utili-
zado foi realizada uma comparagdo com uma de-
rivagao através de forga bruta (para tanto foi uti-
lizado o programa JavaBayes). As respostas coin-
cidiram. Para visualizar os resultados e a com-
paracao realizada foram geradas as trés curvas
(utilizando-se os coeficientes obtidos) e em cada
curva foram marcados os dez pontos da analise
por forca bruta. A Figura 2 traz esses resultados.

6 Aplicacoes

A seguir serdo citadas duas aplicagoes diretas do
método aqui proposto.

6.1 Andalise de sensibilidade de redes Bayesianas

Redes Bayesianas sao usualmente construidas com
o auxilio de especialistas no assunto (domain ex-
perts). Construir a parte quantitativa, ou seja,
atribuir valores para as probabilidades condicio-
nais de todas as varidveis representadas na rede,
é considerada a tarefa mais dificil (Coupé et
al., 1999).

Dada uma rede Bayesiana e uma inferéncia de
interesse, nem todo valor de probabilidade na rede
vai requerer o mesmo nivel de precisao para que
a inferéncia tenha uma precisao satisfatéria. Al-
gumas probabilidades tém um impacto maior na
rede do que outras. Dessa forma, quando se deseja
refinar os valores de probabilidades (determinar o
nivel de precisao requerido para as diversas pro-
babilidades condicionais da rede), é recomendado
realizar uma andlise de sensibilidade (Coupé et
al., 1999; Chan and Darwich, 2001). Através de
uma andlise de sensibilidade descobrem-se quais
sa0 as varidveis que exercem maior influéncia (va-
lores de probabilidades para os quais o sistema
mostrou ser mais sensivel). Devido ao tempo li-
mitado e custoso de especialistas, o refinamento



(ou otimizagao) pode ser focado nessas probabili-
dades.

Quando se deseja descobrir qual é a influéncia
que a variacao de uma probabilidade em estudo
(ou de um grupo de probabilidades) tem em uma
probabilidade de interesse, se deseja na realidade
saber a derivada da rede. Uma derivada onde a
saida (ou valor da derivada) é o valor da probabi-
lidade de interesse e se estd derivando em relagao
a probabilidade em estudo.

6.2 Otimizacao Local de Parametros

Em muitas ocasioes o valor exato de uma pro-
babilidade p(X;|pa(X;)) pode nao ser conhecido.
Isso ocorre quando o especialista construindo a
rede tem informacoes vagas ou insuficientes; ou
quando um conjunto de especialistas diverge so-
bre os parametros de uma rede; ou quando da-
dos experimentais sao coletados e nao sao sufici-
entes para estimar um tnico valor de probabilida-
des. Nesses casos, uma solugao possivel é consi-
derar intervalos de probabilidades para os valores
p(Xilpa(X;)), e realizar inferéncias a partir desses
intervalos (Cano et al., 1993; Cozman, 2000a; Fa-
giouli and Zaffalon, 1998). A realizacao de infe-
réncias requer entao a otimizagao de valores de
probabilidades com as restrigoes prescritas por in-
tervalos. Em tais casos, um método de inferéncia
importante é a otimizagao local por método do
gradiente, a qual exige o calculo de derivadas em
cada uma de suas iteragoes. Os resultados apre-
sentados nesse artigo podem entao ser utilizados.

7 Conclusoes

O algoritmo apresentado neste trabalho para se
obter derivadas em redes Bayesianas é de facil en-
tendimento e implementacao. Diferente de mé-
todos atuais, como o (U.Kjeerulff and van der
Gaag, 2000), este algoritmo néo utiliza conceitos
de grafos, tais como triangulacao e cliques, evi-
tando dessa forma a utilizagao de complexos mé-
todos da teoria de grafos. Ao invés disso, este
algoritmo se foca apenas em densidade de proba-
bilidades.

Aplicagoes deste algoritmo sao de grande uti-
lidade. Métodos eficientes para andlise de sensibi-
lidade tem uma fungao importante tanto nas fases
de aquisicao de conhecimento como na fase de va-
lidagao na construgao manual de modelos de redes
Bayesianas. A otimizagao local de valores de pro-
babilidade tem aplicagoes quando pardmetros nao
sao conhecidos com precisao absoluta, por serem
baseados em conhecimento limitados ou em dados
experimentais finitos.

O passo seguinte serd estender os resultados
aqui obtidos para uma derivagao de n parametros.
Ou seja, deseja~se descobrir o efeito ndo mais de
uma probabilidade em estudo, mas sim estudar o

efeito de um conjunto de probabilidades (duas ou
mais) na probabilidade de interesse.
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