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Os conceitos relacionados com espacos vetoriais, espagos de Hilbert, espagos de Banach,
problemas inversos e outros topicos afins vinculados a analise funcional importam sobremaneira
a geodésia. Com efeito, a maioria dos problemas geodésicos se relaciona com trés espacos
vetoriais distintos: das observacdes, dos parametros e do modelo matematico. Por outro lado, o
Problema de Valor de Contorno da Geodésia (PVCGQG), tanto na teoria de Stokes quanto na de
Molodenskii, constitui um problema inverso. Alias, estes ocorrem extensivamente em varias
ciéncias. Além disso, na solu¢do dos problemas inversos a busca de maior confiabilidade nos
resultados conduz as observacdes superabundantes, o que leva a nao satisfagdao das condigdes de
Hadamard para um problema "bem-posto". O principio dos minimos quadrados ¢ entdo utilizado
a titulo de "regularizacao", o que implica nas condi¢cdes de norma minima, que por sua vez
significa estabelecer uma norma a partir de uma métrica. Os satélites artificiais contribuem de
forma substancial na solugdo do PVCG, porém, a obtencdo de funcionais sobre a superficie
fisica, ou outra escolhida como referéncia, em funcdo de condigdes que ocorrem na 6rbita dos
satélites, leva a situacdes de instabilidade e nao unicidade da solugdo, o que representa
novamente um problema "mal-posto". O mesmo ocorre nos aerolevantamentos, embora neste
caso a altura seja bem menor do que nos satélites. O rapido aperfeicoamento dos computadores
eletronicos foi o responsavel pelo surgimento dos estudos sobre os problemas inversos e suas
condig¢des de solucao visto ter permitido o tratamento de problemas com grandes quantidades de
dados. Assim, uma revisao das condi¢cdes de Hadamard para os problemas "bem-postos" se fez
necessaria partindo do trabalho pioneiro de Tikhonov. O presente trabalho objetiva uma revisao

dos conceitos relacionados a estas colocagoes.

1 - FUNCAO E ESPACO METRICO

1.1. Fungéo

Dados dois conjuntos A ¢ B, uma fungdo f de A em B consiste num subconjunto nao
vazio D < A, chamado dominio de f e numa relacio que associa a cada elemento

a € D um unico elemento b € B, normalmente representado por f(a). O conjunto de todos os



elementos b € B associados a um ou mais elementos a € D ¢ chamado contradominio de f e
representado por R. Nestas condi¢des a fungdo ¢ indicada por:

f:D>R

Se o dominio coincidir com o conjunto A e o contradominio com o conjunto B, indica-
se: [FINKBEINER,1978]

f:A—>B

A B

Fig. 1 - Fun¢ao, dominio e contradominio.
1.2. Espago métrico

Denomina-se espago métrico a um par ordenado (X,d), onde X ¢ um conjunto e d ¢ uma métrica
(ou fun¢do distancia) em X, isto é, uma fun¢do definida no espago X x X (o simbolo "x" indica
produto escalar) tal que para todo x,y,z € X tem-se :

a) d tem valor real, finito e positivo.

b) d(x,y) =0 se e somente se x =y

¢) d(x,y) = d(y,x) (simetria)

d)d(x,y) £ d(x,z) + d(z,y) (desigualdade triangular)

Virios exemplos de espagcos métricos podem ser citados.

1.2.1 Exemplos
a) O conjunto de todos os nimeros reais R com a métrica definida por:
Dxy)=[x-yl

Com x,y € R, e as duas barras indicando o modulo.



b) O conjunto de todos os pares ordenados de niimeros reais, plano Euclidiano R?, com

a métrica definida por:

dOX,Y) = /(=Y + (e = )’

sendo X = (x1,y1) e Y = (X2,y2)

1.3. Ponto de acumulacgéo

Seja um subconjunto M de um espago métrico X. Um elemento x, de X (pertencente ou
ndo a M ) é chamado ponto de acumulagdo de M se qualquer vizinhanca de x, contiver pelo
menos um ponto, diferente de x,, pertencente a M. O conjunto formado por M e mais os pontos

de acumulagdo é chamado fechamento de M , e indicado por M [KREYSZIG,1978].
Um subconjunto M de um espaco métrico X € considerado denso em X se:
M=X
O conjunto X diz-se separavel se tiver um subconjunto numeravel (finito) que seja denso em X.

1.4. Sequéncia

Uma seqiiéncia {x,} em um espago métrico {X,d}, ¢ chamada de Cauchy (ou
fundamental) se para todo € > 0 exista um N = N(¢) tal que:
d(X;p.Xp) < € para todo m,n > N.

Esta condicdo ¢ denominada critério de Cauchy.

1.5. Espaco métrico completo

Um espago métrico X ¢ chamado completo se toda seqiiéncia de Cauchy converge em X,

isto €, tem um limite que ¢ um elemento de X.

2 - ESPACOS VETORIAIS

2.1. Espaco vetorial ou linear



Um espago vetorial (ou espaco linear) sobre um campo escalar K é um conjunto nao
vazio de elementos X, Y,..., Z chamados vetores, juntamente com duas operagdes algébricas:

adicao de vetores e multiplicagdao de vetores por escalares.

A adigdo de vetores ¢ uma operagdo que a cada par ordenado (X,y) associa um vetor X +

y chamado soma, satisfazendo as seguintes propriedades:

a)X+y=y+Xx (comutativa)
b)x+(y+tz2)=(X+y)+z (associativa)
c)X+0=x (elemento neutro)
d)x+(-x)=0 (elemento inverso)

A multiplica¢do de vetores por escalares associa a cada vetor X ¢ um escalar o um vetor
aX, produto de a por X , de tal modo que:

o (BX) = (aB) X

o (X+Yy)=ax+ay (distributiva)

(o + B)x =oax + Bx

IX=X (elemento neutro)
a, B € K. K é chamado campo escalar associado ao espaco vetorial X. Este ¢ denominado
espago vetorial real se K = R (conjunto dos nlimeros reais) e espago vetorial complexo se K =C

(conjunto dos nlimeros complexos).

2.2. Combinacéo linear
A combinacdo linear de vetores X1, Xp, X3, ..., X pertencentes a um espago vetorial X é
uma soma da forma :

o X1+ anXy +o3Xg + ..+ oXy (1)

A dependéncia ou independéncia linear de um conjunto de vetores V = {X; Xy ... X/}
(r > 1) pertencentes a X ¢ estabelecida a partir da equagao:

o X1+ opXg +a3Xg+ ...+ o X, =0 (2)
onde a; , oy, ... ,0, sdo escalares . Evidentemente a equagao ¢ satisfeita para oy = oty ... = o, =
0. Se este for o unico conjunto de r escalares que satisfizer a equagdo, o conjunto V diz-se
linearmente independente. Se a equagdo (2) for satisfeita para um conjunto qualquer de r

escalares, ndo todos nulos, o conjunto V ¢ linearmente dependente.

Diz-se que um espacgo vetorial X tem dimensao finita se existir um inteiro positivo n tal

que X contenha um conjunto de n vetores linearmente independentes, enquanto qualquer outro



conjunto de n + 1 vetores seja linearmente dependente. Neste caso n ¢ chamado dimensdo do
espago vetorial X e representado na forma :

dim X =n
Se dim X = n , um conjunto de n vetores de X {eq, €, , ..., €, } linearmente independentes é
chamado base de X. Neste caso qualquer X € X pode ser representado como uma combinagdo
linear dos vetores base :

X=o061+ 0p€y T a3e3 + ...+ 0,€n 3)

2.3. Espaco normado
Um espacgo vetorial normado ¢ um espago vetorial X no qual se define uma fungao de
valor real que associa a cada elemento X € X um numero real indicado por

|| X || chamado norma de X satisfazendo as seguintes propriedades:

a)||x||=0 (positividade)
b) |la X || =]af || X]|| (homogeneidade)
[ x+y|[Zx]+YI (desigualdade triangular)

d)||x]|=0 seesomenteseX=0
Uma norma em X sempre define uma métrica em X dada por:

dxy)=[x-y]|
chamada métrica induzida pela norma [KREYSZIG ,1978].

Um espago vetorial normado completo (na métrica induzida pela norma) ¢ chamado

espaco de Banach.

2.4. Espaco de produto interno

Um espago vetorial X no qual seja definido um produto interno (ou produto escalar) de
vetores ¢ chamado espago de produto interno. Alguns autores o denominam pré-espaco de
Hilbert [AUBIN, 1979]. O produto interno, representado por < X , y >, ¢ uma relacdo que a cada
par ordenado (X , y) de vetores associa um escalar; € portanto uma relagdo X x X sobre K .

O produto interno satisfaz as seguintes condic¢des:

a)<X+Yy,Z>=<X,2>+<Y,2> (distributividade)
b) <ax,y>=a <X, y> (homogeneidade)
C) <X, y>=<y, X> (simetria)

d)<x,x>=0



<X, Xx>=0se e somente se X =0 (positividade)

Como conseqiiéncia destas propriedades torna-se valida a desigualdade de Schwarz:

| <X, y>|<<X,X><y,y>
ou [, y>[=[Xx][y]
Uma particularidade importante ¢ a continuidade do produto interno, expressa por:

Se: Xy > X, Yy =Y entdo  <X,.Yp,> —> <X, y> 4)

Um espaco de produto interno completo ¢ chamado espago de Hilbert. Conclui-se que

um espago de produto interno ¢ um espago normado. Pode-se afirmar, por extensdo, que um

espaco de Hilbert ¢ um espaco de Banach.

3 - OPERADORES E FUNCIONAIS

3.1. Operador

No conjunto dos niimeros reais R consideram-se funcdes de valores reais. Essas fungdes
associam de maneira univoca um elemento do dominio a outro do contradominio. Em analise
funcional consideram-se espagos mais gerais, tais como espagos métricos e espacos normados,
bem como relagdes nestes espagos. Nestas condigdes uma relagdo é chamada de maneira mais

genérica de operador.

Sejam A e B dois conjuntos. Uma relagdo que associa de maneira univoca elementos de

A com elementos de B , indicada por:

y=Tx )
com X € A ey € B ¢ chamada operador e escreve-se :

T:D(T) —> R(T) (6)
sendo D(T) o dominio de T e R(T) o contradominio. Se D (T) = A e R (T) =B, entdo

T:A—> B (7)

3.2. Operador linear

Um operador T ¢ chamado operador linear desde que:

a) o dominio D(T) e o contradominio R(T) sejam espagos vetoriais associados com um

mesmo campo escalar K.



b) paratodo X,y € D(T)ea € K
T(x+y)=Tx+ Ty (8)
T(aaxX)=a T X 9)
As igualdades em b) expressam o fato de que um operador linear constitui um isomorfismo de
um espago vetorial (dominio) em outro espago vetorial (contradominio), isto €, preserva as duas

operagoes definidas no espago vetorial.

Um operador ¢ chamado isométrico se preservar a distancia, ou seja:

d (Tx,Ty)=d (x,Y) (10)

3.3. Operador injetivo

Um operador T : D (T) — R(T) é chamado injetivo se diferentes pontos no dominio t€ém
diferentes imagens, ou seja, para qualquer X; , X, € D(T), X; #X, = TX; # TX; . Ou de maneira

equivalente: TX; = TXy, = X; =X,.

Nestas condi¢des existe um operador inverso :
T-1: R(T) =»D(T)
que associa cada elemento Y € R(T) um elemento X € D(T). [KREYSZIG, 1978]

Seja T : D(T) ->R(T) um operador linear. Entao:

a) o inverso T-! : R(T) — D(T) existe se e somente se
TxX=0=>x=0

b) se T-! existir sera um operador linear.

¢) se dim D(T) =n < « e T-! existir, entdo dim R(T) = dim D(T)

Sejam X e Y espacos normados ¢ T : D(T) — Y um operador linear onde D(T) < X. O
operador T ¢ chamado limitado se existir um numero real c tal que para todo X € D(T)

Tl <cllx]] (11)

3.4. Funcional linear



Um funcional linear f ¢ um operador cujo dominio estd contido num espago vetorial X e
cujo contradominio estd contido no campo escalar K de X:

f:D(T)> K

4 - PROBLEMAS INVERSOS

Quando os parametros que descrevem matematicamente um sistema fisico ndo podem
ser determinados a partir de observagdes diretas, mas somente a partir de observaveis (ver § 5.1)
que a é&les se relacionam, diz-se tratar-se de um '"problema inverso". A (5) expressa
matematicamente tal problema com X pertencente ao espaco dos pardmetros e Y ao espago das
observagoes. Algumas dificuldades sdo tipicas de tais problemas. Por exemplo, os inevitaveis
erros nas observacdes podem resultar ampliados na solu¢do quando se diz que esta ndo ¢ estavel
ou que nao ha dependéncia continua das observagdes. Ha casos igualmente em que o problema
ndo tem solugdo Unica, quando tem solugdo. Finalmente pode acontecer uma combinacdo de tais
desqualificacdes. Tais problemas sdo tradicionalmente conhecidos como "mal-postos" ou

"impropriamente-postos".

4.1. Problema “bem-posto”

De acordo com a (5) num caso geral em que X e Y sejam vetores pertencentes a espacos
métricos X e Y respectivamente com métricas py (X; , X 2) para Xj, Xy € X e py (Yq , o) para
Yi1,Y2 € Y, asolugdo de um problema quantitativo consiste em determinar X a partir do vetor
de observagdes y. O problema se diz estavel sobre os espagos (X , Y) se, qualquer que seja € >
0, existe 8 > 0 tal que a desigualdade py (Y , o) < 8 implique py (X1 , Xp) <& comy; =T(X)) e

Y2=T(Xp), (X1, X2) € Xe(y,Yp) €Y.

Conforme [HADAMARD, 1923] um problema assim colocado ¢ "bem-posto" sobre (X, Y) se:

a)vVxeX,dyeyY (existéncia da solugdo)
b) X € univocamente determinado a partir de y (unicidade)
¢) o problema ¢ estavel nos espacos (X, Y) (estabilidade da solugao)

Durante muito tempo admitiu-se que estas condi¢des eram indispensaveis para a solugdo
matematica de um problema fisico. Os problemas que ndo satisfaziam estas condi¢des eram

ditos "mal-postos" ou "impropriamente-postos" e considerados irrelevantes para fins praticos.



E importante salientar que o problema mal-posto se refere a um par de espagos métricos
(X, Y). Um problema pode se tornar bem-posto se uma métrica conveniente for estabelecida.

[TIKHONOV & ARSENIN , 1977, §3, p. 9]
4.2. Solugéo aproximada

Considere-se um problema representado pela relagao.
AX =Yy (12)
Na situagdo mais comum ndo se conhece o valor verdadeiro Y, do segundo membro, porém, um
valor aproximado Yys dentro de uma margem de erro 5, tal que:
Py (Vv » ¥5) < 8. Se y; pertencer a um conjunto AM (imagem de um conjunto M sob o operador
A) e M denso, ¢ natural segundo [TIKHONOV & ARSENIN, 1977] se conceber uma solugao
aproximada para a equacdo (12) na classe Qg de elementos X tal que
Py Vv, ¥s) < 0 dada por:
Xs = A’lys (13)
a qual serd também solugdo da equagdo AX = ys desde que o operador A-! seja continuo sobre

AM. E importante ter em mente o nivel de erro do segundo membro:

Py (AXs . Yy) < py (AXs, Y5) + Py (V55 Yv) (14)

Ha casos, entretanto, em que existe um numero consideravel de elementos X5 nem todos
pertencentes a classe Qg. Desta forma nem todos os elementos de Qg podem ser tomados como
solucao aproximada da equagdo. Isto caracteriza uma das possiveis situacdes de um problema
mal-posto. Neste caso ha necessidade de estabelecer regras para a escolha das possiveis
solucdes através de informagdes complementares. Tais informagdes podem ser quantitativas ou
qualitativas. A tentativa de utilizar uma informag¢do complementar de natureza quantitativa leva
ao conceito do que ¢ denominado por (TIKHONOV & ARSENIN, 1977) de "quase solucdo" e
cuja idéia original ¢ devida a [[VANOV, 1973].

4.3. Quase solucéo
Um elemento X € M o qual, para um dado y, minimiza o funcional py (AX, y) sobre o

conjunto M ¢ chamado "quase solu¢do" da equagdo (2.12):

py (AX,y) = inf Py (AX,Y) (inf = infimo)
X eM



Se M for um conjunto denso, uma quase solu¢do existe paratodoy € Y.

Ha casos, entretanto, em que M nao ¢ denso e variagdes no segundo membro da equagao
(2.12) podem levar X para fora do conjunto AM. Neste caso, ha necessidade de maiores
consideracdes para obter solugdes aproximadas da equacdo em apreco que sejam estaveis a

pequenas variagoes de Y. Isto leva ao conceito de operador regularizador.

4.4. Regularizagéo

Um operador R(y , o) ¢ chamado regularizador para a equagdo AX =y numa vizinhanca
dey (y =yy) se:

a) existir um niimero positivo 8 tal que o operador R (y , a) seja definido para todo o>0
etodoy € Y para o qual

Py (Y, Yy) <8<8

b) existir uma fungdo o = a(d) tal que, para todo € > 0 existir um namero 5(g) < 9y tal

que a inclusdo Y5 €Y e a desigualdade

Py (Vy - Y5) <8 (€)
implica
Px (Xy 5 Xo) <€

onde x,, = R(ys, a (9) ).

A defini¢do acima ndo exige que R(yg , o) seja tnico . O parametro & caracteriza o erro do
segundo membro. Portanto, ¢ natural definir X5 com a ajuda de um operador o escolhido em
coeréncia com o erro O. A solugdo assim obtida ¢ chamada solugdo regularizada e a parametro

regularizador. Este método de obter uma solugdo aproximada ¢ denominado regularizagao.

A partir das idéias expostas acima a postura relativa aos problemas mal-postos mudou, e
hoje se diz que muitos problemas que se relacionam com fendmenos reais tém uma solucao
estavel desde que um adequado método de regularizagdo seja aplicado. Assim, na concepgao
moderna a equacdo (12) traduz um problema bem-posto se as seguintes condi¢des forem

satisfeitas: [RUMMEL at al. , 1979]

a) a melhor solucao aproximada existe paratodoy € Y
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b) a melhor solucao aproximada ¢ inica em Y
¢) a melhor solucao aproximada depende continuamente de Y

A “melhor solucao” precisa ser entendida dentro de um ponto de vista estatistico.

Diferentes estratégias tém sido propostas para os problemas mal-postos a partir de
diferentes métodos de regularizagdo [NASHED, 1987] [SABATIER, 1987]. Este tltimo analisa
as condicdes de solug¢do dos problemas mal-postos sob a denominagdo de "questdes bem-postas"

para os problemas mal-postos.

5- CALCULO DE AJUSTAMENTO

A aplicacdo do principio dos minimos quadrados no ajustamento de observagdes resulta
da necessidade de se encontrar a melhor solugdo aproximada para os pardmetros vinculados a
um determinado modelo matematico. Trata-se de uma técnica extensivamente utilizada em

geodésia bem como em outras ciéncias.
5.1. Espagos vetoriais no ajustamento

Vinculado com um problema fisico, podemos identificar um certo nimero de grandezas
e alguns conceitos. Primeiramente, existem quantidades que dentro de um certo grau de
aproximacao sdo consideradas sem erro e por isso denominadas constantes representadas pelo
vetor C. Observavel ¢ uma quantidade fisica ou matematica que pode ser observada, ou seja, um
numero pode ser atribuido a mesma dentro de alguma margem de erro. Observagdes sao os
valores atribuidos as componentes 1, (i = 1,2, ..., n) do vetor | obtidos através de medi¢oes dessa
quantidade fisica realizadas com um instrumento ou sensor. Além disso, existem quantidades
para as quais ha pouca ou nenhuma informagdo e que sdo denominadas pardmetros (incognitas)
normalmente representadas pelas componentes x; (1= 1,2, ..., u ) do vetor X. Vinculando estas
diferentes quantidades entre si ha o modelo matematico que pode ser representado pela seguinte
equacao:
f(x,1,c)=0 (15)
ou se a constante for englobada no modelo:

f(x,)=0 (16)

11
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Fig. 2 - Espacos vetoriais relacionados com o calculo de ajustamento.
Relacionado com o exposto acima podem ser definidos os seguintes espagos vetoriais: das
observacdes L com dim L = n; dos parametros X com dim X = u; do modelo matematico F com

dim F = m (fig. 2).

Um modelo explicito em X ¢ escrito na forma:

x = g(l) (17)
sendo g um operador genérico que transforma L em X. Assim ambos os termos da (17)
pertencem ao espago X e diz-se que o problema é formulado no espago dos parametros. E
comum os espagos dos vetores X e | se relacionarem através de um operador linear, caso em que
se pode escrever:

x =Gl +w (18)
G e w refletem o aspecto matematico ou fisico do experimento e sdo grandezas conhecidas. Ha
circunstancias em que os parametros sao observados diretamente e a seguinte equagdo pode ser
escrita:

g()=0 (19)
ou na forma linear:

Gl+w=0 (20)
A (19) traduz o chamado modelo das equagdes de condi¢io [GEMAEL, 1994]. E mais freqiiente
e conveniente expressar as observacdes em fun¢ao dos pardmetros:

I=h(x) (21)
ou na forma linear

|=Hx+w (22)
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denominado modelo paramétrico [GEMAEL, 1994]. Numa situagdo mais genérica as
observagdes e os parametros se relacionam de maneira implicita através de:

f(x,h)=0 (23)
ou numa forma linear

AX+Bl+w=0 (24)
A (24) traduz o que ¢ conhecido como modelo combinado sendo dim A = (m , n), dim W = m.
Observa-se que A transforma X em F e B transforma L em F (Fig. 2). Quando as formas (19),
(21), e (.23) sao linearizadas pela série de Taylor os vetores conhecidos e a determinar t€ém
significados um pouco diferentes conforme pode ser visto em [VANICEK & KRAKIWSKY,
1986], [GEMAEL, 1994].

5.2. Solucéo do caso paramétrico

Considere-se o modelo linear explicito em | com o termo W de alguma maneira anulada:

| = Hx (25)
Se o inverso do operador H, H-1, existir e for continuo a equagdo tem solucdo tnica. A condi¢io
comum no célculo de ajustamento € que a busca da melhor solucao leva a realizar observagdes
superabundantes (n >> u). Um sistema de equacdes nestas condigdes ¢ impossivel, ou seja, ndo
tem solucdo. Escolhendo-se u equacdes entre as n existentes pode-se encontrar uma solucao,
mas esta ndo ira satisfazer as demais n-u equagdes. Portanto, trata-se de um problema mal-posto
no sentido de Hadamard, ndo satisfazendo a condi¢do a) (§ 2.4-1). Uma reformulagdao do
problema ¢ possivel e consiste em acrescentar um vetor r dos residuos ao vetor | das
observacdes, justificavel pelo fato das observagdes estarem eivadas de erro. Este procedimento
torna também a igualdade consistente em (25). Assim obtém-se um sistema da forma:

| + r=Hx (26)
onde dim r = dim | = n. O sistema passa a ter n + u incdgnitas uma vez que o vetor r ¢
desconhecido. Nestas condigdes hd infinitas solugcdes que satisfazem a (26) e, portanto, a
condi¢do de unicidade deixa de ser satifeita conforme postulado por Hadamard. Porém, no
conceito de Tikhonov ¢é possivel encontrar a melhor solu¢do aproximada. O célculo de
ajustamento sugere aplicar a condi¢ao de Gauss-Legendre, escolhendo-se uma métrica:

p(HX, 1) = p(r) 27)
a ser minimizada. Ou se L for um espago Euclidiano afim com o tensor métrico definido pela

matriz covariancia Cj, razdes de carater estatistico levam a minimizar a fun¢do de variagao:

O=rTC/l r=Hx-NTCy! (Hx-1) (28)

13
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Com C, = C;. Na literatura se diz "minimizar a soma dos quadrados dos residuos ponderados"

[ GEMAEL, 1994]. Isto conduz a um sistema de equagdes normais da forma:

HT Ci' Hx=HT C;!I (29)
que constitui um sistema possivel e determinado. Conclui-se que o método dos minimos
quadrados ¢ um método de regularizacdo no sentido de Tikhonov. Admite-se evidentemente que

o operador HT C|_1 H em (29) seja continuo e, portanto, a solugdo estavel.
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