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1. INTRODUCAO

A era espacial, iniciada com o lancamento do primeiro satélite artificial em 4 de outubro
de 1957, trouxe uma contribuicdo decisiva no aprimoramento do célculo dos coeficientes do
desenvolvimento em série do geopotencial. Com efeito, a observacdo do movimento dos
satélites artificiais, em Orbitas convenientemente escolhidas, permite separar a perturbago
devida ao campo gravitacional das demais perturbagdes. Desta forma, os coeficientes de baixo
grau do desenvolvimento em série do geopotencial podem ser melhor determinados do que a
partir de dados terrestres, uma vez que os longos comprimentos de onda ficam melhor definidos

através dos satélites.

O dia 14 de fevereiro de 1989, marcou o que pode ser chamado de Era GPS, com o
lancamento do primeiro satélite do Bloco II do que foi conhecido como NAVSTAR/GPS
(Navigation Satellite with Timing and Ranging/Global Positioning System), hoje popularizado
com a ultima sigla. No final da década de 60 a comunidade geodésica internacional assistiu com
muito otimismo ao langamento dos satélites do sistema TRANSIT. Na época se assegurava que
o mesmo oferecia uma solugdo satisfatéria para varios problemas geodésicos, em particular,
para aqueles relacionados com o posicionamento. Nao foi necessario muito tempo para mostrar
que o otimismo tinha sido exagerado. O GPS ndo vem sendo menos promissor. Determinagdes
absolutas podem ser obtidas com precisao de decimetros utilizando o coédigo P. O método
diferencial, explorando a correlacdo entre diferentes estacdes, diferentes satélites e diferentes
instantes, atinge precisdes da ordem do centimetro ou melhor através de medidas de fase da
portadora. A perspectiva de uso do GPS na obten¢do da altitude ortométrica ou normal vem
apresentando bons resultados, principalmente nas necessidades da area da engenharia. Esta

aplicacdo, entretanto, exige o conhecimento das alturas geoidais ou quase-geoidais.

A determinacdo do gedide (quase-geodide) a partir do potencial perturbador esta
estritamente relacionada ao problema de valor de contorno da geodésia fisica. O mesmo pode
ser solucionado em termos de uma série de fung¢des harmonicas esféricas (modelos do
geopotencial), na forma integral (integral de Stokes) ou através de alguma forma de predigdo
(colocacdo por minimos quadrados, multipolos sequenciais, redes neurais, etc.). Como as
integrais envolvidas no problema sdo integrais de convolugdo, o tratamento no espago de

frequéncias através do uso da transformada de Fourier tem sido proposto mais recentemente e



recebido muita aceitacdo. Em qualquer das alternativas a separagdao das componentes de longo e
de curto comprimento de onda do campo oferece profunda vantagem, quando ndo ¢ uma

exigéncia. O conceito de Terra normal (elipsoide de referéncia) ¢ fundamental no problema.

Observagdes sobre a superficie terrestre, sobretudo em termos de anomalias da
gravidade, t€ém sido comuns desde o inicio do ultimo século. Isto foi o resultado do
desenvolvimento das observagdes pendulares, do dispositivo tri-pendular de Vening-Meinesz e,
sobretudo, dos gravimetros de mola. A era espacial trouxe novas e encorajadoras perspectivas:
observacdes a bordo de aeronaves ou de veiculos espaciais. Isto resultou numa nova dificuldade:
reduzir as observagdes realizadas no espago para a superficie terrestre. E a conhecida
continuagdo para baixo. Isto resulta num problema de instabilidade da solu¢do e na consideragao

do conceito de problema “mal-posto”.

A concepgdo de Stokes para o problema de valor de contorno foi apresentado em 1849.
O interesse na época foi puramente tedérico uma vez que a auséncia quase total de dados
gravimétricos sobre a superficie terrestre era vista como um problema cuja solucdo era utopica.
O desenvolvimento dos gravimetros no inicio do século vislumbrou um certo otimismo. Mas
restava ainda a dificuldade de se reduzir as observagdes conduzidas sobre a superficie fisica ao
geoide. A concep¢do de Molodenskii para o PVCG contornou de modo engenhoso a
necessidade das redugdes gravimétricas. A dificuldade é que a solugdo resulta numa superficie
que ndo ¢ uma superficie de equilibrio do campo de gravidade. Por outro lado, a modificacdo da
integral de Stokes ¢ uma condi¢do obrigatéria na utilizagdo adequada das anomalias da

gravidade para o calculo da componente de curto comprimento de onda da altura geoidal.

Antes da era espacial inexistiam modelos do geopotencial. Desde as observagdes aos
primeiros satélites artificiais, Sputnik I, Explorer 1 e Vanguard 1, até a disponibilidade de
anomalias médias da gravidade com uma cobertura global razoavel, apareceram valores para os
zonais Cy e C, , modelos parciais até grau e ordem 22, 30, 70, 180 ¢ modelos mais recentes
completos até o grau e ordem 360 (EGM96). No momento vislumbra-se uma nova revolucao
nos modelos do geopotencial com as famosas missdes modernas: CHAMP(CHAIllenging
Minisatellite Payload), GRACE (Gravity Recovery And Climate Experiment) ¢ GOCE
(Gravity field and steady-state Ocean Circulation Explorer). Cada um destes satélites dispoe de
equipamentos especificos para atingir metas especiais, porém, todos sdo satélites de 6rbita baixa

e, portanto, se prestam ao modelamento do campo gravitacional.



2. FUNDAMENTOS DE GEODESIA FISICA
2.1- O CAMPO DE GRAVIDADE

Num adequado sistema de coordenadas cartesianas X,Y,Z, o potencial gravitacional da

Terra num ponto P(x,y,z) é expresso por: [MORITZ, 1980]

V(P)=V(X,y,2) = KH@dVQ 2.1)

dvg ¢ um elemento de volume centrado em Q com densidade de massa p (Q) e I a distancia
entre P e Q; K ¢ a constante universal da gravitacao:
K=6,672x10"11m3s-2 kg-1

A integral deve ser extendida a toda a Terra o que inclui a parte solida e liquida. A
atmosfera em geral ndo ¢ incluida na integral e seu efeito considerado separadamente através de
uma correcao apropriada. Por outro lado, variagdes temporais em geral sdo negligenciadas ¢ a
menos de algumas correcdes como a maré e o0 movimento do polo, a Terra ¢ considerada rigida.
Em determinados casos, outras variagdes temporais tornam-se necessarias € sdo consideradas

através de corregdes especificas.

O potencial devido a forga centrifuga ¢ calculado por:

Vc=%w2(><2+y2) (2.2)
sendo ® a velocidade angular. A partir dai define-se o potencial de gravidade como a soma do
potencial de atracdo e do potencial centrifugo:

W(X,y,z):V(X,y,Z)+%a)2(X2 +y2) (2.3)

O potencial V estd vinculado ao campo gravitacional e o potencial W ao campo de

gravidade. Assim, o vetor gravitacional f é o gradiente de V:

T
f=grad V=] \A Vy V.1 (2.4)
e o vetor gravidade g o gradiente de W:
T
g=grad W=][ WX Wy W, ] (2.5)

E importante mencionar o tensor gradiente gravitacional Vj;:



Vi Vi Vig|
Vo Vi Vi)

cujos elementos sdo derivadas parciais de 2 * ordem de V. O tensor gradiente de gravidade ¢
definido de modo semelhante:

Wi Wy Wy

Wij =|\Nyx VVyy Wyz |

[Wo Way W

2.7)

Os tracos das matrizes (2.6) e (2.7) representam o Laplaciano de V e¢ de W
respectivamente:

V2V=V +Vy+V, (2.8)

V2ZW=W,, + Wy + W, (2.9)

Fora das massas atrativas, V satisfaz a equagdo de Laplace:
V2V=0 (2.10)

e no interior das massas a equacao de Poisson:

V2V=-4nKp (2.11)
Estas duas tltimas equacdes sdo extremamente importantes em geodésia. A primeira €
utilizada na solu¢do do PVCG no exterior das massas atrativas. A segunda oferece a
possibilidade de resolver o PVCG no interior das massas desde que se conheca um modelo de

distribuicdo de densidades. Esta possibilidade ainda ¢ utépica.

No caso do potencial de gravidade as relagdes que se assemelham as anteriores sao:
VZW=2wn2 (2.12)
no exterior das massas, €
VZW=-4rKp+2 o2 (2.13)

no interior.

Pelo fato de V satisfazer a equagdo (2.10) é denominado FUNCAO HARMONICA. Isto
permite representa-lo em série de fungdes harmonicas esféricas (§ 2.3).

A norma do vetor gravidade

g=llgll (2.14)



¢ de extrema importancia pois trata-se da quantidade que mais facilmente pode ser observada,
direta ou indiretamente. E denominada simplesmente gravidade. A direcdo de g ¢ definida pelo
versor N cujas componentes sao:
|rcos¢Acos/1A—|
N=|cosgpsenip | (2.15)
g,
onde ¢4 , Ay sdo coordenadas astronomicas. Pela (2.14) o sentido de n é para o exterior de tal
modo que:
g=-gn (2.16)
A dire¢ao de g coincide com a dire¢ao da vertical no ponto numa aproximagao esférica,
com uma distribuicdo homogénea de massa e ndo rotante e ¢ tangente a vertical do ponto no

caso da terra real onde as superficies de nivel ndo sao paralelas e a vertical ¢ uma curva reversa.

Ao campo de gravidade estdo associadas superficies ao longo das quais o potencial de

gravidade ¢ constante, denominadas superficies equipotenciais.

W (x,y,z) = conste.

Diferenciando o potencial de gravidade W tem-se:

aw = W e Wy W g, 2.17)

OX oy 0z

Em notagao vetorial:

dW=gradW . dx = g.dx (2.18)

Se dx for tomado ao longo da superficie equipotencial W = conste., entdo o potencial permanece

constante ¢ dW = 0,de tal modo que:

g.dx=0 (2.19)
Quando o produto escalar de dois vetores € nulo, os mesmos sdo perpendiculares entre si.
Portanto, o vetor gravidade é perpendicular a superficie equipotencial. As linhas que cruzam
perpendicularmente as superficies equipotenciais ndo sdo retas, mas levemente curvas. Sao
chamadas linhas de for¢a ou linhas de prumo. O vetor gravidade num ponto ¢ tangente a linha

de for¢a naquele ponto.



E de fundamental importancia para a geodésia aquela superficie equipotencial que coincide com

o nivel médio ndo perturbado dos mares, a superficie geoidal, limitante de um corpo chamado

geoide.
2.2 - TERRA NORMAL E CAMPO ANOMALO

Um elipsoide de revolugdo, gerado pela rotacdo de uma elipse em torno do eixo menor,

tendo a mesma velocidade angular e a mesma massa da terra real, cujo potencial U, sobre a

superficie, seja igual ao potencial W, sobre a superficie geoidal, com seu centro no centro de

massa da terra, ¢ chamado terra normal. Vinculado a ela esta o potencial de gravidade normal U
e o vetor gravidade normal y:

y=gradU=[U, U, U]’ (2.20)

sendo
1
U=Ug+5w2(xz+y2) (2.21)
eUgo potencial de atracdo relativo a terra normal. Portanto,

V2U =20? (2.22)

no exterior da superficie limite.

O potencial U constitui uma boa aproximag¢ao do potencial de gravidade W. A diferenca
num ponto P
TP)=W (P)-U(P) (2.23)

¢ relativamente pequena e se denomina potencial anémalo ou perturbador.

A comparacdo dos vetores g € Yy no mesmo ponto P define uma grandeza diretamente
vinculada ao potencial perturbador chamada vetor disturbio da gravidade.
69 (P) =g(P) - y(P) (2.24)

cuja relagdo com o potencial perturbador é:

T

[ ot T ot ]
0g=grad T = LEEEJ (2.25)

E importante observar a semelhanca das relacdes entre os vetores 8¢, g € y e os potenciais

perturbador, de gravidade da terra real e de gravidade da terra normal respectivamente.



O resultado da comparagdo entre o vetor g em P e y em Q (Fig. 2.2) define uma grandeza
de fundamental importancia para a geodésia que ¢ o vetor anomalia da gravidade: [GEMAEL,

1978]
Ag(P)=g(P)- (Q) =[mrEAg]T (2.26)

n. ;v

Fig. 2.2 - Vetoresg e y.

A terceira componente ¢ simplesmente chamada anomalia da gravidade e ¢ dada por:

Ag=g(P)-v(Q) (2.27)
Considerando a relagdo natural da continuagdo para cima:
7(P)= HQ)+ LN (2.28)
ch
e tomando a ultima componente do vetor em (2.28) tem-se:
or
-0 = 3 =9(P)- 7(P) = 9(P)- Q) - LN (2.29)

onde h refere-se a dire¢do da normal orientada para o exterior e N € a altura geoidal.!

Substituindo a (2.27) em (2.29):

o oy

——=Ag-——-N 2.30
T g T (2.30)

Lembrando a formula de Bruns:
N = I (2.31)
Y
Ag= —ﬂ+lQT (2.32)
ch  ych

ITem sido usual em geodésia usar 0 mesmo simbolo para a altura geoidal e para o raio da sec¢iio primeiro vertical, a
despeito da dicotomia.



Esta ultima equacdo diferencial ¢ conhecida como "equacdo fundamental da geodésia fisica".
Ela traduz o fato da anomalia da gravidade ser expressa como uma combinagdo linear entre o
potencial perturbador e sua derivada normal. Considerando T como um pardmetro a ser
determinado em fungdo de observagdes da anomalia da gravidade trata-se de uma condigdo de
contorno sobre a superficie a qual a anomalia da gravidade seja referida. Trata-se também de um
problema inverso que em certas condigdes atuais da geodésia adquire caracteristicas de "mal
posto". A resolucdo da equagdo resulta na determinag¢do de T e através da formula de Bruns

(2.31) calcula-se a altura geoidal N.

A alternativa de considerar a esfera como uma aproximacao da forma da terra em lugar
de um elipsdide de referéncia oferece vantagens e resulta em diferencas da ordem do
achatamento. Em muitos problemas ¢ uma aproximacgao aceitdvel. Quando ndo, uma posterior

correcao a solugdo esférica pode ser acrescentada.

Na esfera valem as relagdes: [HEIKANEN & MORITZ, 1967, P.87]

KMy kM 1y 2
rz’ A a P> vy r

Considerando um valor médio R para o raio da Terra e um valor médio G para a aceleracdo da
gravidade tem-se:

ly_ 2, a__26
y ch R ch R
0 que resulta para a (2.29):
a2
ST =A 2.33
P g (2.33)

que constitui a aproximacao esférica da equacao fundamental da geodésia fisica (2.30). Se a
anomalia da gravidade fosse conhecida de maneira continua em todo o espaco a equagao (2.33)
poderia ser resolvida diretamente e fornecer T. Entretanto, a anomalia da gravidade so ¢
conhecida sobre a superficie fisica, eventualmente reduzida a superficie geoidal, e ainda assim
em pontos discretos. Deste modo, a (2.33) ¢ usada somente como uma condi¢do de contorno e
como tal constitui o terceiro problema de valor de contorno da teoria do potencial ou problema
de Hilbert (§ 3) desde que a superficie de contorno seja escolhida. Uma possibilidade ¢ optar
pela superficie geoidal como limite e neste caso cair na teoria de Stokes. Se a op¢ao for a

superficie fisica, a solugdo ¢ encontrada na teoria moderna de Molodenskii.

2.3 - FUNCOES HARMONICAS ESFERICAS
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A equagdo (2.10) pode ser representada em termos de coordenadas esféricas (r,0,))

tomando a seguinte forma:

2 2 2
20V o NV OV oo 1OV
or? o 09> 00 sen?6 012

r (2.34)

Esta equacdo pode ser resolvida pelo método de separacdo de varidveis chegando-se, como
solugdo, a uma série de fungdes harmoénicas esféricas da seguinte forma: [HEISKANEN &
MORITZ, 1967, P. 21]

0 n
Vo= ™ ¥ (AmYS+BumYS) (2.35)
n=0 r m=0

Y ¢ = Pnm(cos &) cosmA
Y o = Pnm(cos &)senmA

onde P, (cos 0) representam as fung¢des principais da equagdo associada de Legendre e n,m os

c

autovalores. Yime

Y:m podem ser vistas como fungdes principais da equagdo de Laplace sobre

a superficie de uma esfera; sao chamadas fungdes harmonicas esféricas (de superficie)
[VANICEK and KRAKIWSKY, 1986]. Usando coeficientes adimensionais e plenamente
normalizados a (2.31) toma a seguinte forma:
KM ©® ap M o _. _ _
V(r,0,4) = T{l_ nz—: 1(?) m§ O[J anﬁm"' Kan?]m]} (2.36)

As relagdes que vinculam os coeficientes A, B, com unidades de potencial, os coeficientes

Jam> Kym. sem unidades, e os coeficientes J,..K,y,. Pplenamente normalizados sao:
[VANICEK & KRAKIWSKY, 1986]
KM
Anm=—""Jdmm
KM
Bnm = TKnm
Jno= (m0)
o Jen+1) T
(n—m)!
(m=0)

(n—m)!
22n+1)(n—m)!

an = Knm

J”mz\/2(2n+1)(n—m)! Jom

11
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De maneira semelhante, embora mais simples devido a simetria existente, o potencial
gravitacional da Terra normal pode ser representado através do seguinte desenvolvimento em
série:

2n
KM o N
Ug(r.0)=="[1-2 () 33nPan(cosd) ] (237)
onde a forma 2n do indice inferior (ou superior) enfatiza tratar-se de um ntimero par e o indice
superior N refere-se a terra normal. Os coeficientes zonais da terra normal podem ser calculados

a partir de parametros definidos para o modelo.

Assumindo que as forcas centrifugas relacionadas aos potenciais U e W sejam
exatamente idénticas, o potencial perturbador (2.20) satisfaz a equacdo de Laplace e em
consequéncia pode ser representado através de um desenvolvimento em série:

KM

T(r 0 ﬂ“) - _T{ 22 Z([)J annm+ Kan nm]}> (238)
n m

com

(2.39a)

j'nm =Jom= Jnm

Knm Knm— Knm (2.39b)

A expressdo (2.35) ¢ uma consequéncia da (2.20) admitindo algumas hipdteses
simplificadoras [BLITZKOW, 1986]. As expressdes (2.39) representam de forma genérica a
relagdo entre os coeficientes vinculados ao potencial perturbador e aos potenciais gravitacionais
V e U. Porém, na pratica a (2.39b) ¢ desnecessaria pois o potencial gravitacional da terra normal
nao contém termos que dependem de sen mA. Por outro lado, a (2.39a) so ird envolver os termos

em que m =0 e n par.

A anomalia da gravidade, como componente do campo andmalo, estd relacionada ao

potencial perturbador através de: [HEISKANEN and MORITZ, 1967]

0
3= T(-DTa(@) (240)
e a altura geoidal pela (2.31).

Uma forma de representacao da altura geoidal em série de fungdes harmonicas esféricas

¢: [BLITZKOW, 1986]

[} n _ _ _ —
N(GA)=-RY X (InmYim+KnmYom) (2.41)
n=2m=0
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resultado da (2.32) e (2.38) assumindo que Y = KM / R2. Os termos de graus zero e um foram

considerados nulos.

A representacdo da anomalia da gravidade em série de fungdes harmonicas esféricas é:
0 n
Ag(r,6,A) =3 > (ComYhm* DamYam) (2.42)
n=0m=0

sendo os coeficientes C,,, Dy grandezas vinculadas a anomalia da gravidade e obtidos através
de:

2n+1
Cho = in HAg Pn(cos@)do (m=0) (2.432)
Chim 2n+1(n-m)! {cosm/l}
{Dnm} 27 (n+ m)vH Ag Py (cos®) 5 (do (2.43b)

Considerando a (2.42) os coeficientes C,,, Dy, s€ relacionam com os coeficientes do potencial
perturbador através de:

Jhm = ——— Ll C 2.44
nm—_ “1 KM =hm (2.44a)
. 1 R?
——— 2.44
Knm n—1KM Dnm ( b)

13
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3. PROBLEMA DE VALOR DE CONTORNO - MOLODENSKII E STOKES
3.1-OPVCG E ATEORIA DO POTENCIAL

A teoria do potencial apresenta trés problemas de valor de contorno que assim se
enunciam:

a) Problema de Dirichlet ou primeiro problema de valor de contorno:
conhecendo-se os valores de uma funcdo arbitraria V sobre uma superficie S, determinar essa
fun¢do V de tal forma que seja harmonica interna ou externamente a S e que sobre a superficie S
assuma os valores da fung¢ao escolhida.

b) Problema de Newmann ou segundo problema de valor de contorno:
conhecendo-se os valores da derivada normal de uma fungdo V sobre uma superficie S,
determinar a fun¢do V que seja harmonica interna ou externamente a S.

c) Problema de Hilbert ou terceiro problema de valor de contorno:
conhecendo-se os valores da combinagdo linear da fungdo V com a sua derivada normal sobre a

superficie S, determinar a fungdo V nas condicdes anteriores.

Este ultimo problema tem especial importancia para a geodésia, pois a determinacao do
potencial perturbador de certa forma se relaciona a ele. Com efeito, a anomalia da gravidade, que
¢ observada, em geral sobre a superficie fisica, ¢ uma combinagao linear do potencial perturbador
com a sua derivada normal (2.29). O problema na geodésia ¢ que a superficie ¢ desconhecida e é
ela exatamente uma das questdes que precisam ser resolvidas. Dependendo da superficie
escolhida, ¢ necessario realizar as observacdes da anomalia da gravidade sobre ela. No problema
de Molodenskii a superficie escolhida ¢ a superficie fisica. Neste caso define-se a anomalia de

altura através de:
¢=— (3.1)
sendo y a gravidade normal. O potencial perturbador ¢ obtido a partir da solugdo da (2.30). A

anomalia da gravidade neste caso ¢ definida por:

Ag=gp-7Q (3.2)
A partir de alguma versdo da férmula internacional da gravidade obtém-se v, sobre o elipsoide e,

a seguir, o calculo de yq , sobre o telurdide, pode ser feito atraves de:

2 HN HN 2
7Q=roll=201+ f+m—2fsen?$) = —+3¢H ) ] (3.3)
a
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sendo 'f" e "a’ respectivamente o achatamento e o semi-eixo maior do elipsdide e m =

que Yeq € o valor da gravidade normal sobre o equador.

“_" sUP. FISICA

Al0E
| GEODE W=w,

f’_'_,_‘-—'-"_'_ -

: %E'GEQB_E,
P !

Q.
L ¢ ; &L ....... ELIPsdipe U=17,

Fig. 3.1 - Quantidades envolvidas no PVCG.

A altura normal HN ¢ obtida a partir do nimero geopotencial C:

C c CcZ?
HN==;;U+{1+f44n—2fsm9¢)g;;+(a;;)]
Através da fig. 3.1 tira-se que:
h=HN+¢
h=H+N

N-¢=+HN-H

7/eq

w’a

(3.4)

donde se conclui que a diferenga entre a altura geoidal (N) e a anomalia de altura ({) ¢ igual a

diferenca entre a altura normal (HN) e a altitude ortométrica (H). Por outro lado, se a anomalia de

altura for plotada a partir do elipsdide, o resultado serd uma superficie denominada por

Molodenskii de "quase-gedide" (fig.4.3-1).

15
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A mesma formulagdo pode ser aplicada ao gedide desde que um adequado processo de
regularizacdo (§ 5.4) cuide da remog¢do das massas externas ao mesmo. Nestas condi¢des, ao
invés do telurdide adota-se como superficie aproximada a do elipsoéide. Por outro lado, 3=, =
=0 e 0/On = 0/0h. Assim, a equacao integral para o potencial perturbador reduz-se a:

1oyl

——II [—( ) ———]TdE——II —dE (3.5)
272' E

Finalmente, se o elipsoide de referéncia for substituido por uma esfera a solugdo do problema ¢

dada pela integral de Stokes, como se verd mais adiante (§ 3.3).

3.2 - Dificuldade na realizacéo préatica do PVCG

O PVCG exige uma distribui¢do continua de dados sobre a superficie limite. Na pratica
dispde-se de dados discretos com uma certa distribui¢do espacial nem sempre cobrindo a
superficie de modo homogéneo. Desta maneira a determinacdo do potencial anomalo ¢ um
problema indeterminado, pois o numero de incognitas, coeficientes de zero a infinito
considerando a solucdo através de uma série (2.34), € maior do que o numero de observagdes.
Assim, s6 ¢ possivel admitir uma solugcdo num espago de dimensdo finita, representada por um
numero finito de coeficientes. Porém neste caso realizam-se observagdes superabundantes quando
o problema passa a ser impossivel exigindo para a sua solu¢do um processo de regularizagdo, por
exemplo, através do principio dos minimos quadrados. [SACERDOTE & SANSO, 1985]. Além
disso, quando um numero finito de coeficientes ¢ determinado o fendmeno de "alisamento"

afetara os coeficientes de ordem mais elevada.

A tentativa de melhorar a distribui¢do de dados para a resolucdo do PVCG levou o
geodesista a utilizar observacdes tomadas a bordo de satélites artificiais ou aeronaves. Como os
dados devem estar sobre a superficie de contorno, e.g., a superficie fisica, ¢ necessario aplicar a
continuagdo analitica para baixo ((HEISKANEN & MORITZ, 1967, eq. 8.87]. A conseqiiéncia ¢
que os erros inerentes as observacdes podem resultar ampliados, o que causa uma instabilidade na
solucdo, deixando de satisfazer uma das condi¢cdes de Hadamard para um problema bem- posto. A
razdo principal da instabilidade ¢ que um funcional relativamente irregular e detalhado ¢

determinado a partir de funcionais mais suaves obtidos a bordo [RUMMEL et al., 1979]. Para
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sanar o problema ¢ necessario estabelecer injungdes adicionais que estabilizem a solucdo no

processo de minimizagdo [SACERDOTE & SANSO, 1990].

A "melhor solu¢do aproximada" para o problema indeterminado ¢ mais satisfatéria, no
caso do PVCQG, se o campo de gravidade for suave. Esta condi¢do pode ser facilmente conseguida
se o efeito da topografia for subtraido, o que se consegue se um adequado modelo digital do

terreno estiver disponivel.

A continuagdo para cima [HEISKANEN & MORITZ, 1967, eq. 6-65] ¢ um processo de
alisamento, oposto ao processo da continuac¢do para baixo. Este ultimo, j4 mencionado, existe
quando se tenciona obter valores para os coeficientes do desenvolvimento em série do potencial
gravitacional a partir do rastreio de satélites artificiais. Outro exemplo ¢ o uso da gravimetria ou
gradiometria em aeronaves. Estes problemas sdao mal-postos. A diferenciagdo numérica também
oferece uma dificuldade pois envolve igualmente um processo de “anti-alisamento”. Isto ocorre
quando os dados de altimetria por radar sdo transformados em anomalias da gravidade. De

alguma forma a integral de Stokes deve ser “invertida”.

3.3 - CONCEPCAO CLASSICA DO PVCG

A concepcdo moderna do PVCG, devida a Molodenskii e tratada no paragrafo 3.1,
desfruta da principal vantagem de que o conhecimento da distribuicdo de densidades no interior
das massas ¢ totalmente imprescindivel. Porém, a proposta inicial para a solu¢do do problema se
deve a G.G. Stokes que propds a superficie geoidal como contorno, o que significa resolver um
problema de contorno interno as massas. A dificuldade ¢ que torna-se indispensavel o
conhecimento de um modelo, pelo menos aproximado, de distribuicdo de densidades no interior

da crosta na camada entre a superficie fisica e o gedide.

O PVCG classico pode ser resolvido em termos do potencial perturbador através da

integral de Stokes, que numa aproximacdo esférica assim se expressa: [HEISKANEN &

MORITZ, 1967].
T= R[] AgS(p)do (3.6)
iy

que depende da anomalia da gravidade, desta feita, definida sobre a superficie geoidal (Fig.5.1)

Ag = g(Po) - 1(Qo) (3.7)
e da fungao de Stokes dada por:
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S(y)= —6sen£+1 5cos(y)—3cos yIn(sen— +sen2 l//)(3 8)
Sen / 2
ou
S 2n+1
S(y)= ¥~ Pn(cos p) G-9)
n=2 """

A (3.6) ¢ uma integral de convolugdo sendo S(y) uma fun¢do homogénea e isotropica. A altura

geoidal pode entdo ser obtida através da férmula de Bruns:

N=— (3.10)
y

A (3.6) supde a inexisténcia de um termo de ordem zero. Para a sua consideracao referir-se a
[BLITZKOW & SA, 1983]. O potencial perturbador deve satisfazer a equagio de Laplace
(2.10), portanto, deve ser uma fun¢do harmoénica. Para tanto ¢ necessario remover as massas

externas ao gedide através de um adequado processo de regularizacao.
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4. GRAVIMETRIA
4.1 - INTRODUCAO

Gravimetria ¢ a denominacdo dada a técnica que objetiva a medi¢do da aceleragdo da
gravidade de forma absoluta ou relativa. No primeiro caso, pode ser utilizado o movimento
pendular ou a queda livre de um corpo. No segundo caso, usam-se os gravimetros de mola ou
relativos.

O principio do movimento pendular foi utilizado para efetuar a primeira determinacdo

absoluta da aceleracdo da gravidade no observatério de Potsdam, Alemanha. A equagdo do

T :27z\/I (4.1)
g

sendo T - o periodo, 1 - o comprimento ¢ g - a aceleracio da gravidade. Medindo-se o

movimento ¢ a seguinte:

comprimento e conduzindo-se uma série de observagdes do periodo do movimento durante um
certo intervalo de tempo obtém-se a aceleracdo da gravidade através de um método de
ajustamento das observacgdes.

Nos ultimos 20 anos desenvolveu-se uma avangada tecnologia objetivando a
determinagdo absoluta através da queda livre de um corpo. Isto permitiu o estabelecimento de
pontos absolutos distribuidos por todo o mundo constituindo-se numa referéncia para os

trabalhos de densificagdo. A equagdo da queda livre é:
1 2
S=— 4.2
> gt (4.2)

sendo s - a altura de queda, t - o tempo de percurso e g - a aceleragdo da gravidade.

As determinagdes relativas sdo realizadas através dos gravimetros de mola. Eles foram
desenvolvidos na primeira metade do século passado e trouxeram grandes avangos nos
levantamentos em funcdo de sua operacionalidade e precisdo. Estes gravimetros baseiam-se
numa massa que ¢ mantida suspensa por meio de um sistema elastico e que ¢ atraida mais ou
menos conforme a forg¢a da gravidade do local. Uma certa posicdo de equilibrio definida por
construgdo ¢ restabelecida através de um parafuso de compensagdo. O deslocamento necessario
para atingir aquela posicdo ¢ traduzido por uma leitura que posteriomente ¢ transformada em

valores de aceleragdao. As unidades usuais da aceleragao da gravidade sdo:

1.10° m/s®> = 1 cm/s* = 1Gal
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1.10° m/s* = 1 pm/s* = ImGal
1.10° m/s* = 1 nv/s® = 1uGal

Na figura 4.1 esta uma apresentagdo esquematica de um gravimetro de mola.
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Figura 4.1 — Gravimetro de mola.

4.2 - O GRAVIMETRO E SUAS INSTABILIDADES

A tecnologia conseguiu nas ultimas décadas desenvolver aparelhos altamente sensiveis,
mas ndo havia conseguido aliar a isto uma grande estabilidade. Em conseqiiéncia, os
gravimetros sofrem variagdes em suas condigdes elasticas resultando em leituras distintas para
um mesmo ponto em diferentes instantes. Além disso, as condi¢des ideais de operagdo precisam
ser constantemente verificadas de modo a tornar os resultados do levantamento homogéneos.

Em relacdo as condigdes elasticas, a leitura do gravimetro tende a variar com o tempo
mesmo que a aceleragiio ndo varie, ou seja, que o aparelho seja mantido no mesmo ponto. E o
que se chama de deriva instrumental. Na verdade a deriva tera um comportamento diferente se
o aparelho estiver estacionado num ponto ou se estiver em movimento. E o que se denomina de
deriva estatica e deriva dindmica respectivamente; elas precisam ser controladas de forma
especifica. Em periodos curtos (méximo de 48 hs para os gravimetros L&R) a variacdo da
deriva ¢ considerada linear. Ela ¢ controlada retornando-se ao ponto de partida. Via de regra, o
ponto de partida de um levantamento ¢ uma estagdo da rede de referéncia; isto ndo ¢

estritamente necessario. Quando isto ocorre a deriva dindmica pode ser controlada realizando a
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leitura final em outro ponto da rede de referéncia, num intervalo de tempo ndo superior ao
maximo estabelecido para o aparelho. Por outro lado, no caso em que, durante um circtito de
levantamento, haja necessidade de parar por mais de 1 hora, ¢ recomendéavel que se faga uma
leitura ao parar e outra antes de reiniciar o trabalho para controlar a deriva estatica.

A posicao do gravimetro para a leitura ¢ controlada através de niveis fixos ao corpo do
aparelho; um nivel é longitudinal e outro é transversal. E necessario que haja consisténcia entre
a horizontalidade (verticalidade) do sistema ao qual est4 suspensa a massa interna com a posi¢ao
das bolhas nos niveis. E o que se denomina de calagem dos niveis. O nivel longitudinal controla
a sensibilidade do fiel de leitura. Assim, quando o referido nivel esta calado, a rotagdo do dial
em 10 unidades (uma volta completa) implica num deslocamento de 10 unidades inteiras no fiel
de leitura no interior do gravimetro. A sensibilidade de 10,5 ¢ ideal, porém, valores da mesma
entre 9 e 11 podem ser considerados uma situacdo aceitdvel de operagdo. O ajuste, quando
necessario, se processa inclinando o gravimetro para a direita ou esquerda se a sensibilidade
estiver alta ou baixa, respectivamente. Isto se faz atuando no parafuso de fixagdo do nivel. A
operagdo seguinte consiste em verificar a exata posicdo da linha de leitura. Certifica-se a
posicdo mediante a constatacdo do deslocamento do fiel de leitura quando a bolha do nivel
longitudinal ¢ deslocada para a esquerda e para a direita. Nos dois casos o fiel deve se deslocar
para o mesmo lado e da mesma quantidade (em geral muito pouco: uma divisdo ou menos).
Finalmente, exige-se a verificagdo da calagem do nivel transverso. Novamente, a constatacdo do
deslocamento do fiel para o mesmo lado e da mesma quantidade, quando a bolha do nivel
transverso ¢ deslocada para a esquerda e para a direita, assegura a sua calagem. (Maiores
detalhes sdo encontrados no manual do aparelho). A operagdo do gravimetro em condic¢des
ideais implica numa grande estabilidade do sistema e, consequentemente, na obtencdo de
resultados perfeitamente coerentes.

Saliente-se que ja se encontra disponivel no mercado gravimetro de alta tecnologia,

onde a deriva ja ndo ocorre e os niveis sdo auto-ajustaveis.

4.3 - REDES GRAVIMETRICAS DE REFERENCIA

Os gravimetros de mola, como foi mencionado, efetuam medi¢des relativas, ou seja,
determinam diferencas de aceleracdo da gravidade. Isto implica na existéncia de pontos com
valores da aceleragdo da gravidade previamente determinados. Estes podem ser obtidos
mediante determinacdes absolutas ou mesmo através de determinacdes relativas usando uma

metodologia adequada. As determinagdes absolutas estdo se tornando cada vez mais rapidas e
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precisas. No entanto, ainda ndo tem sido viavel estabelecer redes de referéncia com a densidade
exigivel somente com determinagdes absolutas. Uma das razdes ¢ que os gravimetros absolutos
precisam ainda ser operados em ambientes especiais, salas dotadas de climatizacdo com
facilidade de energia. Assim, os gravimetros relativos ainda complementam as estacdes
absolutas. [Castro Jr., 2005]

Os trabalhos de densificacao tém sido comprometidos em diversos paises em fungdo da
inexisténcia de pontos de referéncia confidveis. Dai a importdncia de cuidar com o
estabelecimento da rede preliminarmente aos trabalhos de densificacao.

As observagdes nos pontos de uma rede de referéncia devem ser conduzidas com mais
de um gravimetro, se possivel, 3 ou 4. Além disso, os pontos devem ser ocupados mais de uma
vez sempre que viavel. Posteriormente as observacdes da rede, deve-se proceder a um
ajustamento da mesma pelo método dos minimos quadrados de modo a homogeneiza-la. Para
tanto, pode ser usado o método paramétrico ou das equagdes de condigio. E imprescindivel
prever o método de ajustamento a ser usado para programar as observacdes da rede de maneira
consistente. Em principio, o método de ajustamento ¢ indiferente. Todos estes cuidados se

prestam a oferecer confiabilidade a uma rede gravimétrica de referéncia.

4.4 - PROCESSAMENTO DAS OBSERVACOES

Os levantamentos de densificacdo sdo realizados normalmente com um s6 gravimetro.
Para maior confiabilidade dos resultados sao realizadas trés leituras em cada estacao, anotando-
se o instante da leitura média; o intervalo entre elas ndo deve ultrapassar dois minutos em
funcdo da correcdo da atracdo luni-solar. O processamento das observagdes consiste em tirar a
média das leituras, efetuar a correcdo da atragao luni-solar, transformar as leituras em valores de
aceleracdo, corrigir as derivas dinamica e, quando for o caso, estatica. Finalmente, com as
diferencas de aceleragdo entre os pontos e com um valor de g conhecido da rede de referéncia,
calculam-se os valores de aceleracdo nos pontos de densificagdo. Para a realizagdo destas tarefas

utiliza-se comumente um programa de computador.

45 - CALIBRACAO

A transformac¢ado das leituras em valores de aceleragdo se da através de um fator de
escala. No caso dos gravimetros LaCoste&Romberg, tendo em vista a n3o linearidade do

sistema, ¢ fornecida pelo fabricante uma tabela de conversdo. Em fun¢do da variagdo das
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condicdes elasticas do conjunto de fixacdo da massa de prova, o fator de escala pode variar com
o tempo e, portanto, deve ser verificado periodicamente. Esta verificacdo precisa ser feita sobre
pontos onde se conhega a aceleragdo da gravidade, preferencialmente em estagdes absolutas, e
num intervalo de leituras que seja compativel com a area de trabalho. Consegue-se intervalos
maiores de leitura observando-se estagdes com variagdo grande, dezenas de graus, em latitude.
Isto ¢ oneroso e de logistica complicada uma vez que, em geral, implica em utilizar voos
comerciais. Uma alternativa muitas vezes utilizada consiste em estabelecer uma linha de
calibragdo com uma variagao grande de altitude, alguns milhares de metros. Nem sempre ¢ facil
conseguir disponibilidade para isso e, quando viavel, o intervalo de leitura ndo ¢ muito grande.
Entretanto, acaba atendendo uma area razoavel de levantamento.

O fator de escala ¢ determinado comparando-se a diferenca de aceleragdo da gravidade
fornecida pelo gravimetro, usando-se a tabela disponivel, com as diferengas conhecidas nos
pontos de calibracdo. Assim, a diferenca de aceleragdo observada Ag.s serd diferente da

diferenca conhecida nas estagcdes absolutas Ag,,s de modo que:

AQaps = K-AQops
4.6 - CALCULO DAS ANOMALIAS

A anomalia da gravidade definida pela (2.26) ¢ utilizada na aplicagdo da integral de
Stokes. A condicdo bésica € que o valor de g seja definido sobre o gedide e y sobre o elipsoide.
Entretanto, as observacgdes da aceleracdao da gravidade sdo conduzidas sobre a superficie fisica.
As chamadas redugdes da gravidade se destinam a transformar os valores da superficie fisica
para o geoide.
O valor tedrico ¢ calculado pela formula internacional da gravidade, especifica em cada
sistema de referéncia. Para o WGS-84, usado atualmente nos satélites GPS, a formula é a
seguinte:
1+0,00193185138639 sen? ¢

Vg4 = 978032,67714
J1-0,00669437999013sen? ¢

mGal 4.3)

Imaginando que o valor de g seja observado a uma distancia h da superficie geoidal e
que ndo exista massa fora do gedide, o valor sobre o geodide ¢ obtido simplesmente aplicando a

correcao “ar livre’, cuja expressao €:

Cal = (03083293357 + 0,0004397732cos2 #)H + 7,125x 1078 H 2 (4.4)

23

23



funcao da latitude e da altitude ortométrica.

Nestas condi¢des tém-se a anomalia ar livre definida por:
AQal =9+Cq —7 (4.5)
A correcdo da atmosfera ao valor de g, necessaria em funcdo da férmula teorica (4.3)

incluir a massa da mesma, pode ser realizada usando a seguinte formula empirica:
1,047
59, =087¢ 00H" " mGal (4.6)

com H em quilometros.

A correcdo de Bouguer é normalmente aplicada considerando um platé de extensdo
infinita e espessura H com densidade de 2,67g/cc na regido continental e 1,17g/cc nas estacdes
oceanicas. Com estas hipoteses a corre¢do de Bouguer assume o valor:

Csg=0,1119 H mGal 4.7)
e a anomalia de Bouguer sera obtida pela expressao:
Agg =g +Cq +Cpg —7 (4.8)
Acrescenta-se ainda uma de correcdo da curvatura calculado por: [GREEN AND FAIRHEAD,
1991]
C =-1,4639108 x 10™ H + 3,532715 x 107 H? - 4,449648 x 10" H® mGal (4.9)
com H em metros. Na regido oceanica a corregao ¢ levemente diferente:
C =-6,40427x 10* D -1,54751 x 10”7 D* -4,06303 x 10"'* D mGal (4.10)
agora D ¢ a profundidade em metros.

Para completar a anomalia de Bouguer ¢ necessario ainda fazer a corre¢do do terreno
(relevo). Isto visa levar em consideracao as massas que estao acima do platd de Bouguer bem
como a inexisténcia de massa no interior do platd. De modo que a anomalia completa de
Bouguer fica:

Agg =9+Cy +Cg +C+Cr—7 (4.11)
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5. METODOS DE DETERMINACAO GEOIDAL

Supondo que a anomalia da gravidade seja conhecida de maneira continua sobre a
superficie geoidal e que ndo existam massas externas a esta superficie, a determinacao da forma
dessa superficie e do potencial de gravidade no exterior da mesma representa a concepcao de
Stokes para o PVCG. A superficie geoidal, contrariamente a superficie fisica, ao telurdide e ao
quase-gedide, tem a vantagem de ser uma superficie de nivel e por isso despertar interesses
especificos como uma entidade com caracteristicas fisicas. Na pratica, entretanto, o que se
determina ¢ o quase-gedide uma vez que se utiliza o gradiente ar-livre da Terra normal para

reduzir as observacdes gravimétricas da superficie fisica a gedide.
5.1- AS COMPONENTES ESPECTRAIS DA ALTURA GEOIDAL

A expressdo (2.37) pode ser decomposta da seguinte forma:

1 n_ ¢ — =5
N@@,A)=-RY X 'nmYnm +K'nmYnm)—

n=2m=0
X D= oo s oS
-R > 2X3'mmYmm+K'nmYnm) (5.1)
n=1+1m=0
ou, na forma abreviada:
N(0,1)=N1(6,A)+ON(6,1) (5.2)

O térmo N , traduz a componente de longo comprimento de onde da altura geoidal. O termo

0N, traduz uma componente de comprimento de onda mais curto.

As duas componentes podem ser interpretadas geometricamente da seguinte forma: a
componente de longo comprimento de onda representa a separacdo entre o elipsdide e o
esferoide de referéncia representado pelo modelo do geopotencial; a outra componente ¢ a

separac¢do entre o esferdide de referéncia e o gedide (Fig. 5. 1).

A componente de longo comprimento de onda ¢ facilmente calculada a partir de um

modelo do geopotencial, o que significa extender a série até um dado grau e ordem ¢ . Varios

modelos do geopotencial de grau e ordem elevados (¢ = 360) t€ém sido publicados; porém,
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Fig. 5.1 - Componentes da altura geoidal.

recentemente, tem existido a preocupagdo especifica de melhorar a determinacdo dos

coeficientes de grau e ordem mais baixas (¢ até 36).

A componente de curto comprimento de onda 6N, tem despertado um interesse cada
vez maior, em particular quando a intengdo ¢ obter um modelo de alta resolu¢do da altura
geoidal. O seu calculo ¢ feito através de uma modificagdo da integral de Stokes. Um modelo
digital do terreno permite ainda remover a influéncia de uma camada de referéncia da

topografia.
5.2- AINTEGRAL MODIFICADA DE STOKES

A adocao de um modelo do geopotencial no calculo da componente de longo
comprimento de onda significa a possibilidade de aplicar a integral de Stokes a uma vizinhanga
restrita do ponto de célculo, isto €, adotar um valor y, como distancia esférica méxima para
extender a integral. Para isso ¢ necessdrio proceder a uma reformulacdo da integral original
(4.23), que basicamente consiste em modificar a fun¢do de Stokes S (y). Diversas propostas tém
sido apresentadas visando a conveniente modificagdo da funcdo, e.g., (VANICEK et al., 1987),

(BLITZKOW et al., 1991). A integral modificada de Stokes pode ser escrita da seguinte forma:
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R Yo 360 _
ON1(6,4) =z [ ] Ag(a,y)o ST (y)sinpdyda (5.3)

TV ¥=0a=0
sendo 55{“ a fun¢dao modificada de Stokes obtida mediante uma conveniente reformulacao.

Sem uma preocupagdo com a deducdo que pode ser encontrada em [VANICEK et al., 1987] e

[BLITZKOW et al., 1991], as féormulas sdo as seguintes:

5SM(y) =5S1(¥) - 5S1(w) (54)
com

5S1(w) =S(¥)-S1(¥) (5.5)
1

siw) = ¥ 22 b ) (5.6)
n=2 n-1

- 1 9

5510 = X = Piceosy) 5.7
1=

A integral (5.3) em geral ndo pode ser avaliada de forma direta uma vez que a anomalia
da gravidade ndo ¢ conhecida de maneira continua sobre a regido de céalculo. Em consequéncia
sdo adotados procedimentos numéricos avaliando a influéncia de blocos de tamanhos distintos
sobre o ponto de célculo, cada bloco representado por um valor médio a partir dos valores

observados. A utilizacdo de valores discretos faz com que o principio da ortogonalidade das

fungdes harmonicas esféricas seja perdido. Em conseqliéncia o produto Ago S{“ torna-se

incompativel e a anomalia da gravidade precisa igualmente ser modificada subtraindo os
harmoénicos de grau e ordem baixas, compativeis com o modelo do geopotencial utilizado.

Assim deve-se usar A g, calculada da seguinte forma:

1 n
Agi=Ag—- X X(CnmYfim+ DnmY?am) (5.8)

n=0m=0
resultando na seguinte expressao final:

R 2 Yo .
ON1(@,A)=— [ [ Agi(a,y)d ST (y)sinydyde (5.9)
ATV 4=0w=0
A func¢do modificada de Stokes tende a zero mais rapidamente do que a fungdo normal
[BLITZKOW et al., 1991] e isso justifica o limite da integral a uma vizinhanca y,. H4 uma
justificativa de carater fisico para isso: trata-se do fato de que a influéncia da regiao afastada, ou

mais rigorosamente, dos longos comprimentos de onda da regido afastada, sdo levados em

consideragdo pelo modelo do geopotencial na componente Ny (5.2).
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A altura geoidal ¢ finalmente obtida reentroduzindo a componente de longo

comprimento de onda (5.2).

5.3 - ATECNICA DE FOURIER

5. 3.1 - Introducéo

A era espacial, os modernos computadores, o aperfeicoamento dos diversos
equipamentos de medigdes e outros fatores t€m levado a um aumento consideravel de
informagdes e dados, nem sempre compativel com a capacidade de processamento. Em
geodésia, por exemplo, dispde-se de quantidades considerdveis de estagdes gravimétricas,
modelos digitais do terreno com espacamento cada vez menores, dados derivados da altimetria
por radar nos oceanos, etc. Todas essas informacdes apresentam-se de forma discreta e o
processamento pode envolver intervalos longos de tempo. Por outro lado, as integrais
envolvidas em geodésia fisica em muitos casos constituem integrais de convolucdo, por
exemplo, as integrais de Stokes e de Vening Meinesz. A propriedade fundamental daquelas
integrais ¢ que elas se transformam num simples produto de fungdes se o processo de avaliagdo
das mesmas for feito no espago da frequéncia [Blitzkow, 1973]. A transformacdo de uma funcao
definida no dominio do espago para o dominio da frequéncia ¢ realizada pela transformada de
Fourier. Quando a funcdo ndo ¢ conhecida de forma continua mas somente por amostra em
pontos discretos, o que acontece na maioria dos casos, ¢ desde que o espacamento seja
constante, a transformada de Fourier ¢ feita de maneira simples e eficiente através de algoritmos
especificos conhecidos como Transformada Répida de Fourier (TRF) [COOLEY & TUKEY,
1965]. A técnica acarreta algumas dificuldades. Como os dados precisam constituir u'a malha
com espagamento constante, quando isto ndo ocorrer, deve-se aplicar alguma técnica de
interpolacdo. Por outro lado, se o espacamento ndo for compativel com a resolugdo exigida
haverd o chamado efeito de "alisamento" na solugdo, que alids ndo ¢ uma caracteristica
exclusiva da técnica de Fourier. Outro fator importante ¢ a extensao da amostra. Se a mesma nao
contiver um multiplo inteiro do periodo da fungdo amostrada havera uma distor¢do no espectro,

chamada "vazamento espectral" [SCHWARZ, 1984].

5. 3.2 - Transformada de Fourier
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Sendo h(x,y) uma fun¢do definida no espago cartesiano, a transformada continua de
Fourier ¢ dada por:
o0 O .
Hikg ky) = [ T h(x,y)ei®otky) dxdy = FIh(x, y)] (5.10)
—00 —00
onde H ¢ o espectro da funcao h (x,y), ky, ky sdo os numeros de onda (frequéncia no dominio do

espago) correspondente aos €ixos x ¢ y, | =+/—1. Define-se igualmente a transformada inversa:

1 o0 O A
h(x,y)=—5 I | Hiky,ky) etk dkydky = F1[H(ky, ky)]
47° o0
(5.11)
Os numeros de onda se relacionam com as frequéncias espaciais através de:
kx =27U e ky=2nv
Com isso as integrais (5.10) e (5.11) podem ser escritas na forma:
o o0 .
Hu,v)= [ | h(x,y)e2#AUx+v) dxdy (5.12)
—00 —00
o0 o0 .
hx,y)= | | H(u,v)e2AdW+w) dudv (5.13)
—00—00

As propriedades da transformada de Fourier sdo importantes e podem ser vistas com mais
detalhe em [BLITZKOW, 1973] ou [SCHWARZ et al., 1990]. Uma das mais importantes ¢ a
integral de convolugdo. Dadas duas fungdes h(x,y) e g(x,y) a integral de convolugdo ¢

representada por h(x , y) * g(x, y) e definida da seguinte forma:
ho6 Yy g6y = T 1 h(xe,Y6)g(x0 =X, Yo = ¥)d X0d Vg (5.14)
—00 —00
Pode ser facilmente verificado que:
h(x,y)*g(x,y) = H(u,v)G(u,v) (5.15)

ou seja, a convolugdo das fungdes h e g € igual ao produto de suas transformadas.

Quando a funcdo h (x,y) ndo ¢ conhecida de forma continua, mas através de
observagdes em pontos discretos, as integrais (5.10) e (5.11) ndo podem ser aplicadas. Neste

caso, ¢ possivel estimar o espectro através da seguinte integral finita:

o X/2 y/2 )
Huv)= | | h(x,y)e2AU+w) dxdy (5.16)
-X/2-y/2
onde se admite que os pontos onde a fungdo ¢ observada constituem u’a malha regular com

espacamento Ax, Ay sendo a extensdo dos registros:
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X = MAX, Y = NAy
com M e N o nimero de pontos nas dire¢des x e y respectivamente. Nestas condi¢des a integral

(5.16) pode ser aproximada por um somatdrio:
M—-IN-1

Hp(Um.vn) = % Zh(xk,Y)) e 2AUmXktvaY) AxAy (5.17)
k=0 1=0
m=0,1,2, ..., M-1 n=0,1,2,..,N-1
Devido ao carater discreto dos dados, o espectro s6 podera ser estimado para frequéncias até:
N M A= e N N Av— o 1
Uy =t—-—Au= VN =% -
N==5 oax © N=%5 24y

chamadas frequéncias de Nyquist. Uma revisdo completa sobre o assunto ¢ encontrada em

[SCHWARZ et al., 1990]
5.3.3 - A integral de Stokes e 0 dominio de frequéncia

Limitando a integral de Stokes a uma conveniente calota esférica de raio y, a
superficie esférica pode ser aproximada por um plano tangente no ponto de céalculo P. Usando
uma distancia plana s ao invés da distincia esférica y, y = s/R, sendo R o raio da Terra. a

fungdo de Stokes se escreve:

S(s) = E

e o elemento de area do = senydyda torna-se:

dO'=LSdea
R2

A integral de Stokes toma entdo a seguinte forma:

1S3 Ag(s,a

”7/50a0

N(xp,yp) = sdsda (5.18)

ou usando um sistema de coordenadas cartesianas, ao invés de polares, com centro em P:

II :
N(Xp, yp)_ AQ(X,Y) ; 512 dxdy (5.19)
[Xp=X)"+(Yp=¥)7]

Esta Gtima expressao tem a forma de uma integral de convolucdo e como tal pode ser expressa

da seguinte forma:

N(x,y>=2LWAg<x,y>*dN<x,y> (5.20)
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comdy = (x%+ yz)_l/2 funcao peso (nucleo). Utilizando o espectro das fungdes tem-se:
1
N(X,y) = =—F~1[AG(u,v). DN (u,V)] (5.21)
2y

A anomalia da gravidade usada na (5.21) ¢ a anomalia modificada, conforme (5.8). Em vista da
aproximacao plana, uma corre¢do pode ser adicionada para levar em conta a curvatura da terra
[SCHWARZ et al., 1990]:

CNn= Y cosec”

2 2
Trata-se de um fator pelo qual o resultado deve ser multiplicado. Para uma distancia de y=10°,
Cx = L00I. Para um valor tipico de 25 m da altura geoidal, o valor corrigido seria 25,03 m.
Usando o modelo EGM96 com n=36, a distancia de integracdo ¢ de 5°, e entdo a correcdo da

curvatura pode ser desprezada.

Uma segunda alternativa ¢ aplicar a TRF a aproximagao esférica da integral de Stokes
em duas dimensdes (2D TRF)[STRANG VAN HEES, 1990]. Aqui, assim como na aproximag¢ao
plana, o principal obsticulo ¢ a necessidade de utilizar a funcdo ntcleo de uma forma

aproximada, o que impede a avaliagdo exata da integral.

A terceira opg¢do, mais usada atualmente, ¢ realizar a integral em uma dimensdo (1D
TRF). A caracteristica desta alternativa ¢ que os valores da funcdo de Stokes para uma certa
diferenca de longitude entre o ponto de calculo e o de integracdo sdo os mesmos para todos os
pontos de célculo sobre um paralelo, embora diferentes em distintos paralelos. Dessa forma, a
convolucdo ¢ realizada somente na dire¢do leste-oeste. Na dire¢do norte-sul realiza-se a
integracdo numérica tradicional. Com isso a fung¢do ntcleo ¢ exata em toda a regido de

integracdo [HAAGMANS et al., 1993]
5.4 - AREGULARIZACAO DA TERRA

A aplicacdo da integral de Stokes e de outras semelhantes, pressupde que o potencial
pertubador seja uma funcdo harmoénica sobre o geodide, o que implica na ndo existéncia de
massas externas ao mesmo. Esta exigéncia € necessaria para poder tratar o problema como um
"problema de valor de contorno" no sentido da teoria do potencial. Estes problemas sempre
envolvem a solugdo da equacdo de Laplace (3.10) para a referida fungdo. Desta forma ¢

necessario adotar um procedimento conveniente para remover as massas externas. Isto ¢ feito
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através das "corre¢des" ou '"redugdes" gravimétricas: ar livre, Bouguer, isostatica,
condensagdo de HELMERT, inversdo de Rudsky. E o que se denomina "regularizagdo" (§
5.4-1). Qualquer que seja o procedimento adotado, a implicagdo ¢ uma mudanga no potencial e,
em consequéncia, nas superficies de nivel, ou seja, no geodide. Trata-se de um "efeito indireto"
(EI) que resulta numa superficie ora mais ora menos discrepante do gedide, o "COGEOIDE".
Em geral objetiva-se adotar um método de regularizagdo que resulte num efeito indireto
minimo. A corre¢do de Bouguer, quase sempre aplicada nas interpretagdes geofisicas, remove
totalmente o chamado platdo de Bouguer causando uma grande mudanga no potencial e
consequentemente um consideravel efeito indireto. A corre¢do ar livre despreza o fato das
massas topograficas estarem fora da superficie geoidal e considera simplesmente o aumento da
aceleragcdo da gravidade sobre o geodide relativamente a superficie fisica em fun¢do da altitude.
Seu efeito indireto € pequeno. Outras corre¢des conjugam a remoc¢do das massas € sua
restauragdo no interior do gedide com a corregdo ar livre. O resultado ¢ a tentativa de minimizar
o efeito indireto. O procedimento que tem se mostrado mais promissor para a geodésia ¢ a

conhecida "condensacao de Helmert".

5.4.1 Método da condensacdo de Helmert

Neste método as massas topograficas sao condensadas de modo a formar uma camada
superficial (no sentido da teoria do potencial trata-se de uma camada de espessura desprezivel)
sobre o gedide, com densidade:

Ki=ph
de tal modo que a massa total permaneca imutavel. (Este método é chamado “segundo método
da condensacdo de Helmert”, uma vez que a primeira proposta de Helmert foi transferir as
massas para uma superficie paralela 21 km abaixo do gedide; esta idéia inicial visou evitar

problemas de convergéncia na série de funcdes harmonicas esféricas para o potencial).

O método pode ser resumido nas seguintes etapas:
a) Substituir o efeito das massas topograficas sobre a aceleracdo da gravidade observada pelo
efeito da camada superficial sobre o gedide.
b) Reduzir o valor da aceleracdo da gravidade observada na superficie ao gedide mediante a
continuagdo para baixo (corregdo ar livre).

Apos estes procedimentos a integral de Stokes pode ser aplicada resultando no calculo

de alturas do cogeoide. A razdo disto ¢ que, embora a condensagdo de Helmert ndo resulte em
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mudanga na quantidade de massa, resulta numa redistribuicdo da mesma. Isto também provoca
uma mudanga no potencial e portanto um EI. H4 a necessidade de uma pequena correg¢do nas
alturas obtidas para transforma-las em alturas geoidais [WANG, 1990, p.19]. Dependendo da
precisdo esperada para o valor da altura geoidal calculada, o efeito indireto pode ser desprezado.
Em regides montanhosas a consideragdo desta correcdo ¢ mais critica exigindo maior atencao.
Por exemplo, na regido montanhosa do Canada com elevacdes entre 1387 m a 3413 m, e com a

média de 2130 m, [SIDERIS & FORSBERG, 1991] indica um valor de EMQ do EI de 42 cm.

Em termos do potencial gravitacional o método da condensacdo pode assim ser
explicitado: [ MARTINEC et al. , 1993]

V=VveE+V (5.22)
sendo V® o potencial gerado pelas massas abaixo do gedide e V' o potencial das massas
topograficas. Este tltimo pode ainda ser decomposto em:

V'=Ve+3V (5.23)
onde V¢ é o potencial devido & massa condensada sobre o gedide e 8V o efeito indireto.
Combinando as duas equagdes tem-se:

V=V&+V'+38V (5.24)

Tem havido uma certa controvérsia sobre o calculo do efeito de atracdo das massas
condensadas em relagdo ao ponto de calculo do mesmo: sobre a superficie fisica ou sobre o
gedide. Esta questao esta relacionada com a aceitacdo ou nao da dependéncia linear da anomalia
ar livre da gravidade com a altura H da topografia. [MARTINEC et. al, 1993]. Este fato, por sua
vez, se verificaria na hipotese de um modelo de compensagdo isostatica simples o que nem
sempre acontece. Vdrios autores tém estudado o problema, entre outros, [MORITZ,1968],

[WANG and RAPP, 1990], [MARTINEC et al., 1993], [MARTINEC and VANICEK, 1993].

Assim, a chamada anomalia de Helmert pode ser expressa por:

AgN = AgE - Ap+ AB+0,+55 (5.25)
Admitindo que esta anomalia também se relacione linearmente com a topografia, ou seja:
AgH =a+24GpH (5.26)
entdo termo g; tem a seguinte forma:
© —0 H - H p
9,=-GpHp [ [ ——dxdy (5.27)
—o—o d

Nestas condi¢des pode-se escrever:

—Ap+AG+g,=C
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onde C, correcao do relevo, se escreve:

2
1 © o (H-Hp)
C==—Kp | | ————dxdy (5.28)
27 e d?
Nestas condigoes:
AgH=AgE+C+55 (5.29)

Desprezando o termo &g, por ser pequeno, a anomalia resultante ¢ as vezes chamada anomalia

de Faye. Constitui uma boa aproximagao da anomalia de Helmert para a aplicagdo na integral de

Stokes.
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6. AS ALTITUDES CIENTIFICAS

Durante muito tempo, na histéria da geodésia, acreditou-se que o nivel médio do mar
(NMM), monitorado através das observagdes maregraficas, materializasse uma mesma
superficie equipotencial, denominada superficie geoidal. Com os estudos integrados da geodésia
e da oceanografia concluiu-se que, em diferentes marégrafos, o NMM materializa diferentes
superficies equipotenciais em funcdo do que ¢ chamado de topografia da superficie oceanica
(TSO). Ela ¢ fruto da ndao homogeneidade das 4guas do mar em fungdo de diferentes fatores tais
como: diferencas de salinidade, de material em suspensdo e de temperatura, efeito dos ventos e
das correntes, etc. Entendeu-se que o modelamento da TSO, embora complicado, resultaria
numa superficie de equilibrio unica em todos os marégrafos. Mais recentemente vém-se
constatando que o nivel médio do mar sofre um aumento em funcao do desequilibrio do efeito
estufa. Determinados gases presentes na atmosfera, em particular o gas carbdnico, tendem a
impedir que o calor irradiado pela Terra se propague pelo espago. A conseqiiéncia benéfica
deste fendmeno ¢ a manuten¢do de um certo equilibrio na temperatura do planeta, sobretudo
durante a noite. A era industrial tem sido responsavel pelo aumento na liberagdo de gas
carbdnico através da queima de combustiveis fosseis e de material organico pelas vérias formas
de motores a explosao ou na obtencao de energia calorifica. Isto tem resultado num sistematico
aumento de gas carbdnico na atmosfera o que tem comprometido o equilibrio do efeito estufa. A
atmosfera vem retendo cada vez mais calor de irradia¢do, provocando um lento e sistematico
aumento na temperatura média da Terra. H4 com certeza fendmenos naturais que também
liberam grandes quantidades de CO? como, por exemplo, os vulcdes.

Uma conseqiiéncia que vem sendo observada ¢ a expansdo térmica dos oceanos, o
derretimento das geleiras e das calotas polares, o aumento das tempestades. A conseqiliéncia ¢
um aumento constante no NMM nos tltimos 100 anos, na razao de 1 a 3 mm por ano. Isto faz
com que se tenha que estabelecer uma data para materializar o nivel médio do mar. De qualquer
modo, os paises banhados pelo mar sempre selecionam um ou mais marégrafos para definir a
origem de seu sistema de altitudes.

A partir da origem se conduz a operagdo de nivelamento geométrico para se estabelecer
uma rede de referéncias altimétricas em todo um pais. Esta operagdo ¢ conduzida admitindo que
as superficies equipotenciais do campo de gravidade sejam paralelas. Em fun¢do da forma
acentuadamente elipsoidal e das demais irregularidades de distribui¢ao de massa da Terra real, o

paralelismo das superficies equipotenciais ndo ocorre (Fig. 6). Em suma, o que duas superficies
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equipotenciais tem de comum ¢ a diferenga de potencial e ndo a distancia entre elas. Isto faz

com

Fig. 6 — Nao paralelismo das superficies equipotenciais.

que o desnivel entre duas referéncias de nivel obtidas através do somatério dos desniveis
observados em cada lance do nivelamento, seja distinto quando distintos trajetos forem
percorridos.

Para sanar a dificuldade ¢ necessério introduzir uma grandeza fisica ao nivelamento o que ¢
feito através da aceleracdo de gravidade [FREITAS & BLITZKOW, 1999]. Define-se, entdo,
nimero geopotencial Cap como sendo:

B
Wg—Wa=Cap=-[gdH (6.1)

A
Trata-se de uma grandeza fisica correspondente a diferenga de potencial de gravidade W entre A e
B e que, ao ser somada algebricamente em um circtito fechado, sempre resulta num valor nulo,
independente do trajeto percorrido. Na pratica ndo se conhece a aceleracdo de gravidade g de forma
continua sobre a superficie da Terra, mas ela pode ser determinada sobre as referéncias de nivel
(RNs). Por outro lado, os desniveis Ah sdo determinados através do nivelamento geométrico com

espacamento, por exemplo, equivalente a duas RNs, da ordem de 3 km. Com isso, a integral

transforma-se num somatorio:
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n_—_
Wg—WaA=Cag=—20Ah;j (6.2)
i1

sendo 5 a média dos valores de aceleracdo da gravidade entre pontos 1 € i+1 e Ah; o desnivel entre

0S Mesmos.
O numero geopotencial representa uma grandeza fisica, com dimensdo especifica (e.g., m>.s
2 o . Lo , A
), pouco usual nas aplicacdes onde a altitude ¢ exigida. Dai a conveniéncia em trabalhar com uma
grandeza compativel com a dimensdo usualmente empregada na altitude, o metro. Isto € conseguido
dividindo o nimero geopotencial por um determinado valor da aceleracdo de gravidade. Se este
valor for a média g, entre a superficie fisica e o gedide, tem-se a altitude ortométrica: [Freitas &
Blitzkow, 1999]

_Cp
Om

Ho (6.3)

O valor médio do denominador em (6) depende do conhecimento da estrutura da crosta, ou
seja, de um modelo de distribuicdo de densidades; portanto, sua obtencdo ¢é praticamente
impossivel. Trata-se do mesmo problema que ocorre com a redugdo do valor de g no PVCG (§ 2). A

alternativa ¢ substituir o valor da gravidade real pela gravidade normal yp, obtendo a altitude

normal como sendo:

C
Hy = P (6.4)
7m
onde y, ¢ a gravidade normal média entre o elipsdide e o ponto da superficie fisica [Freitas &

Blitzkow, 1999, (11)]. A altitude normal representa a separacao entre o elipsédide e o telurdide ou
entre o quase-geodide e a superficie fisica (Figura 1). A vantagem da altitude normal ¢ que ela
independe do trajeto percorrido. A desvantagem ¢ que a superficie a qual ela ¢ referida, o quase-
gedide ou o telurdide, ndo sdo superficies de nivel. Logo, dois pontos com a mesma altitude normal
ndo estardo necessariamente sobre a mesma superficie equipotencial.

Outras possibilidades de escolha do denominador resultam em outros diferentes tipos de
altitudes como: Helmert, Vignal, Baranov [Freitas & Blitzkow, 1999]. Mas uma altitude de

particular interesse € a altitude dindmica. Ela é o resultado da escolha de um valor y, valido para

uma dada latitude padrao, e. g., 45°.

C
Hp=—F (6.5)
7o
A caracteristica da altitude dindmica ¢ que ela ¢ constante ao longo da mesma superficie

equipotencial. Obviamente a altitude dinamica difere do nimero geopotencial somente de um
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fator de escala. Ela ndo tem um sentido geométrico como distincia entre duas superficies. Mas
com certeza a agua flui de um ponto de maior altitude dindmica para outro de menor valor.

A partir dos nimeros geopotenciais obtém-se a altitude ortométrica se um modelo de
destribuicdo de densidades for disponivel ou a altitude normal se esta for a op¢ao para o sistema

de altitudes, como ¢ o caso da América do Sul.
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